


И. И. КРАСНОРЫЛОВ, 

Ю. В. ПЛАХОВ 

основы 

КОСМИЧЕСКОЙ 

ГЕОДЕЗИИ 

Допущено Министерством 

высшего и среднего 

специального образования СССР 

в качестве учебного пособия 

д.ля студентов геодезических 

опециаf.ь~остей вузов 

М о с к в а с Н е др а» 1 9 7 6 



УДК 528: 629.195 (07) 

Краенорылов И. И., Плахов Ю. R. Основы космиче­
ской геодезии. М., «Недра», 1976. 216 с. 
Книга написана для студентов геодезических специ­

альностей вузов в соответствии с программой курса 
«Основы космической геодезии». Книга состоит из вве­
дения и семи глав. В гл. 1 излагаются координатная 
проблема и системы измерения времени. В гл. 11 рас­
С!v!атривается теория движения ИСЗ. В ней говорится 
о кеп.1еровском и возмущенном движении спутников, 

содержатся сведения о вычислении эфемерид и уточне­
нии орбит. В гл. 111 даны элементы спутниковой сфе­
рической астрономии. О методах и аппаратуре для 
наблюдений ИСЗ и предварительной обработке резуль­
татов наблюдений идет речь в гл. IV книги. Геометри­
ческие и динамические задачи являются предметом 

рассмотрения в V и VI главах. В этих главах приво­
дятся также сведения об уточнении некоторых фунда­
ментальных постоянных астрономии и геодезии. Основ­
ные результаты, достигнутые в космической геодезии, 
сообщаются в гл. VII. 
Книга может быть также использована аспирантами 

соответствующих специальностей, инженерно-техниче­
скими работниками, которые трудятся над геодезиче­
скими аспектами использования искусственных спутни­
ков Земли. 

к 20701-270 
043(01)-76 

Табл. 7, ил. 58, список лит.- 75 назв. 

86-76 © Издательство «Недра», 19).' 

Игорь Ильич Краенорылов 
Юрий Васильевич Плахов 

ОСНОВЫ КОСМИЧЕСКОй ГЕОДЕЗИИ 

Редактор издательства Л. Г. Ива/iова 

Обложка художника В. К. Силаева 

Художественный редактор В. В. Евдокимов 

Техн. редактор 3. А. Болдырева 

Корректор В. В. Myxttlia 

Сдано в набор 11/11-1976 г. Подписано в печать 30/IV-1976 г. Т-09249 Формат 60Л90'/" 
Бу"ага .N'• 1. Печ. л. 13,5 Уч.-изд. л. 12,78 Тираж 4700 экз. Заказ N'• 1651/5090-15 Цена 45 кс.-!1. 

Издате.~ьство «Недра». 103633, Москва, К-12, Третьяковекий проезд, 1/19. 
Московская типография Х• 6 Союзполиrрафnрома при Государственном коматете 

Совета Министров СССР по делам издательств, полиграфии и книжной торговли. 

109088, Москва, Ж-88, Южнопортовая ул., 24. 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

В основу учебного пособия положены курсы лекций по кос­

мической геодезии и небесной механике, которые авторы в те­

чение ряда лет читают студентам геодезического факультета 

Московского института инженеров геодезии, аэрофотосъемки и 

картографии (МИИГ АиК). 

К настоящему времени издан ряд монографий советских и 

зарубежных авторов, посвященных как космической геодезии 

в целом, так и отдельным ее разделам. 

Несмотря на свой, как правило, высокий научный уровень, 

эти издания не являются учебными пособиями. В некоторых из 

них рассматриваются отдельные вопросы космической геодезии, 

другие сложны для студентов или содержат в большом объеме 

результаты конкретных исследований, т. е. представляют, глав­

J-!Iо!М образом, производственный интерес. 

Все эти обстоятельства побудили авторов написать данное 

у:rебное пособие. 

Следует отметить, что из-за ограниченного объема книги 

а:Jторы не смогли достаточно полно изложить ряд вопросов, а 

н~которые вынуждены были исключить вообще. Это, в частно­

сти, относится к такому важному вопросу (хотя он и упоми­

нается), как совместное использование наземных и спутнико­

вых данных. Хотя этот вопрос, с принципиальной точки зрения, 

l\Ю:жет быть отнесен к курсу теоретической геодезии, авторы 

убеждены, что в курсе космической геодезии он также заслужи­

вает внимания. По причине ограниченного объема книги при­

шпось исключить параграф, посвященный изучению геопотен­

циала по наблюдениям лучевых ускорений спутников. Кон­

снективно изложены отдельные вопросы небесной механики. 

Свою главную задачу авторы видели в том, чтобы дать сrv­

дЕ'нтам достаточную научную методологическую основу как для 

;):lботы на производстве, так и для дальнейшего повышения 
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своей квалификации. По этой причине в отдельных случаях 

рассматривались вопросы, имеющие в основном методическое 

значение, а также методы, которые в настоящее вре:-.1я не могут 

по тем или иным причинам конкурировать с другими, однако н 

принципе могут совершенствоваться и получить в дальнейшем 

более широкое применение. 

Надо также отметить, что используемая в космической 

геодезии терминология к настоящему времени еще окончательно 

не утвердилась. По этой причине подразделение задач космиче­

ской геодезии, классификацию камер для наблюдений спутни­

ков можно считать в известной мере условной. 

Введение и главы III, IV, V, VII пособия написаны 

И. И. К:раснорыловым, главы I, II, VI -- Ю. В. Плаховым. 



ВВЕДЕНИЕ 

Космическая (спутниковая ) геодезия-·- раздел геодезиче­
ской науки, в котором для решения научных и практических 
задач геодезии используются результаты наблюдений искусст­
венных спутников Земли (ИСЗ), космических аппаратов (КА) 
и Луны. 

В соответствии с этим космическая геодезия рассматривает 
теорию использования Луны, ИСЗ и КА для решения геодези­
ческих задач, способы определения и уточнения орбит и вычи­
сления эфемерид, требования к геодезическим спутникам в 
отношении параметров их орбит и состава бортовой аппарату­
ры, требования к расположению станций слежения и их аппара­
турному оснащению, инструменты и методы наблюдений спут­
ников, а также вопросы обработки и интерпретации полученных 
результатов. 

Основными задачами космической геодезии являются: 
1) определение взаимного положения пунктов в векоторой 

геодезической системе координат; 
2) определение положений центров референц-эллипсоидов 

(местных систем координат) относительно центра масс Земли; 
3) определение координат пунктов в абсолютной системе, 

отнесенной к центру масс Земли, и создание в перспектине еди­
ной мировой геодезической системы; 

4) установление связи между отдельными геодезическими 
системами; 

5) изучение внешнего гравитационного поля и формы Земли; 
6) уточнение некоторых фундаментальных геодезических по­

стоянных. 

Методы космической геодезии имеют существенные преиму­
щества при решении некоторых задач по сравнению с традици­

онными. Прежде чем говорить об этих преимуществах, обра­
тимся к истории геодезии. 

Важное значение для развития геодезических работ с целью 
решения научных и практических задач имело применение Снел­
лиусом в начале XVII в. триангуляции. С 1614 по 1616 г. 
Сне.riЛиус выполнил в Голландии градусное измерение по дуге 
меридиана, состоящее из 33 треугольников и имеющее протя-
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жениость около 130 км. Метод триангуляции являлся с тех пор 
:в течение трех с половиной столетий основным при создании 
:геодезического обоснования. В ХХ веке наряду с триангуляцией 
~тала применяться полигонометрия. Ее применение стало осо­
бенно широким после внедрения в геодезическое производство 
свето- и радиодальномеров. 

Эти традиционные геодезические построения создаются на 
отдельных, часто разделенных значительными водными прегра­

дами, территориях и образуют референцные геодезические си­
стемы (референц-эллипсоиды: Бесселя, Кларка, Хейфорда, Кра­
совского и т. д.). Положение референц-эллипсоидов, образующих 
геодезические системы на разных континентах, относительно 

друг друга и центра масс Земли нельзя установить при помощи 
только триангуляции и полигонометрии. Другими словами, 
нельзя методом триангуляции (полигонометрии) осуществить 
геодезическую связь всех материков в единую мировую геоде­

зическую систему. 

Ограниченные возможности классических методов обуслов­
лены сравнительно небольшими предельными длинами отдель­
ных сторон триангуляции и полигонометрии. Так, например, 
предельная длина стороны триангуляции вычисляется по фор­
муле 

Dпред = 3,89 км (V Н1 + VH2 ), 

где Н1 и Н2 - высоты пунктов наблюдений над уровнем моря в 
метрах. Согласно этой формуле при H,=Hz=1600 м имеем 
Dпрсд=310 км, а при Н,=Н2=2500 м Dдред=389 км. 

Стремление преодолеть возникающие при больших расстоя­
.ниях трудности привело к созданию в 20-е годы ХХ в. динами­
ческой триангуляци~ в которой из~а отсутствия прямой види­
мости между пунктами ведутся синхронные наблюдения под­
вижных визирных целей (ПВЦ). Таким образом была осуще­
ствлена связь Европы и Африки через о. Крит, Англии и Фран­
ции, Дании и Норвегии, Гаити, Кубы и Ямайки с материком 
Сев. Америки. 

Дальность передачи при этом определяется формулой 

Dпред = 7,78 (J,/ Н ер + V Нпвц). 
При Н ер= 1600 м и Нпвц=3600 м Dпред=778 км. 

Еще больше расширились возможности при использовании 
самолетных радиогеодезическю~ систем. Так, например, в спосо­
бе пересечения створа дальность связи определяется формулой 

Dnpeд = 8,30 (vHcp + VH-t ). 
Единая система координат, отнесенная к центру масс Земли, 

может быть создана на основе совместного использования ре­
зультатов астрономо-геодезических и гравиметрических работ 
в рамках теории М. С. Молоденского. При Э1'ОМ требуется весь-
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ма густая сеть гравиметрических пунктов, распределенных с 

необходимой плотностью по всей Земле (как на суше, так и на 
море). 

Одновременно с совершенствованием традиционных геодези­
ческих методов создавались предпосылки для развития косми­

ческой геодезии. 
Вопрос об использовании наблюдений Луны в геодезических 

целях изучался еще Иоганном Альбрехтом Эйлером ( 1768 г.). 
В своей работе «Versuch die Figur der Erdeп d:лch beobachtuп­
gen des Moпds zu bestimmeп» (Abh. Churfilrstlich- baierischen 
Akad. Wiss., 5) он обосновал, что из одновременных наблюдений 
Луны в нескольких пунктах, расположенных на одном мери­
диане, можно определить расстояние от каждого пункта до 

Луны. При большом количестве таких пунктов оказывалось 
возможным определять размеры земного меридианного эллипса, 

т. е. изучать геометрическую фигуру Земли. 
«Лунными методами» занимались Лаплас, Гельмерт и дру­

гие ученые. 

Зарождение космической геодезии как раздела геодезиче­
ской науки следует отнести к началу ХХ в. 

В 1902 г. Г. Ваттерманн предложил наблюдать для целей 
геодезии покрытия звезд Луной. В проведеином им эксперимен­
те наряду с элементами лунной орбиты определялись геоцен­
трические широта и долгота места наблюдений. 

В 1929 г. Т. Банахевич (Польша) разработал метод, осно­
ванный на использовании наблюдений солнечных затмений. 
Большой вклад в разработку теории затмений внес акад. 
А. А. Михайлов (СССР, 1945 г.). Дальнейшая разработка этого 
вопроса принадлежит В. Ламберту (США, 1949 г.) и А. Берро~ 
ту (ФРГ, 1949 г.). 

В основе геодезического применеимя наблюдений покрытий 
и солнечных затмений лежит использование теории параллакса. 
Значительное удаление Луны от Земли (в среднем 384 000 км) 
не позволяет достичь с помощью этих методов высокой точ­
ности. Следует к тому же учесть, что затмения происходят 
редко, захватывают ограниченные территории на поверхности 

Земли, кроме того, сами наблюдения затмений и покрытий не 
отличаются высокой точностью. Между тем ошибка эфемерид­
нога времени в О, 1 s приводит к ошибке в положении пункта 
примерно 100 м. Существенно влияет также недостаточно на­
дежное знание топографии края лунного диска, особенно при 
использовании покрытий. Указанные обстоятельства привели к 
тому, что методы, основанные на использовании солнечных 

затмений и покрытий звезд, практически не нашли применения 
в геодезии. 

Более точные результаты позволяет получить фотографиро­
вание Луны на фоне звезд. Этот метод стал применяться после 
создания специальных лунных камер, позволяющих получать 
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на однuм негативе изображения звезд и гораздо более яркого, 
быстро nсремещающегося объекта- Луны. 

В 1954 г. такие камеры, отличающиеся принцнпиально по 
своей конструкции, были созданы в Пулковекай обсерватории 
(А. А. Михайлов) и в Морской обсерватории в Вашингтоне 
(В. Марковиц). 

Фотографические наблюдения Луны позволяют получпть 
топацентрические координаты точек ее поверхности. Эти наблю­
дения можно рассматривать как частный случай покрытия, 
когда покрываемая звезда совпадает с видимым центром фи­
гуры Луны. Получая с помощью лунных эфемери;1. геоцентри­
ческие координаты Луны и се параллакс, можно определить 
далее геоцентрические координаты пункта наблюдений. Произ­
водя фотографические наб.1юдения на нескольких станциях, от­
носящихся к одной референцной системе, можно определить 
положение центра референц-эллипсоида относительно центра 
масс Земли. 

Расчеты показывают, что ошибка определения топацентри­
ческих координат Луны, равная 0,1", приводит· к ошибке в 
координатах пункта наблюдений около 200 м, т. е. и этот метод 
в настоящее время мало пригоден для геодезистов. 

Однако отметим, что на основе фотографических наблюдений 
Луны решается одна из важнейших задач астрометрми- оп­
ределение эфемериднаго времени. 

Исключительно важное значение для развития теории н 
практики космической геодезии имело предложение финского 
геодезиста Вяйсяля (1946 t.) фотографировать с двух пункта в 
синхронно какую-либо визирную цель на фоне звездного неба. 
В качестве такой цели могут использоваться лампы-вспышки, 
установленные на шарах-пилотах, самолетах, аэростатах и т. д. 

В результате оказывалось возможным определить направление 
хорды, связывающей пункты наблюдений. В 1959 г. в соответ­
ствии с предложением Вяйсяля было определено направление 
хорды, соединяющей пункты в обсерваториях Турку и Хельсин­
ки. Расстояние между этими пунктами составляло 154 км, на­
правление хорды получилось с ошибкой 1,2". 

После успешного завершения ~ксперимента ста.rю ясно, что 
способ, предложенный Вяйсяля, позволяет создавать специаль­
ную триангуляцию, которая получила название звездной или 
астрономической. Определив направления хорд, соединяющих 
все пункты наблюдений, располагая координатами одного из 
пунктов и хотя бы одним базисом, можно вычислить координаты 
всех пунктов в_системе исходного. 

Дальнейшее совершенствование звездной ·триангуляции по­
звошiло в последние годы успешно применить ее в Финляндии 

для определения направлений хорд при расстояниях между 

пунктами 150-250 км. Для транспортировки вакуумных ла!\IП­
вспышек при этом использовали метеорологические баллоны, 
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обеспечивающие подъем источников света на высоту 30-40 км. 
Иногда такого рода построения называют баллонной триангу­
ляцией. С 1969 по 1971 г. методом баллонной триангуляции 
бьши определены направления хорд, образующих треугольник 
Tuorla- Niinisalo- Naulakallio (стороны 158, 229 и 149 км) 
[68]. После уравнивания ошибка направления составила 0,3", а 
невязка в треугольнике 0,7". 

Упомянутые работы убедительно доказали, что при сторонах 
100-300 км звездная (баллонная) триангуляция позво.1яет 
получать результаты высокой точности. Такие построения осо­
бенно важны при соединении классической и спутниковой три­
ангуляций. 

Вместе с тем следует отметить сложность организации по­
добных наблюдений из-за постоянного дрейфа баллонов-носи­
телей. Звездная триангуляция не может также конкурировать 
со спутниковой при больших расстояниях между пункта"<IИ. 

Бурно развиваться космическая геодезия стала только после 
запуска 4 октября 1957 г. в Советском Союзе первого искус­
ственного спутника Земли. Отсюда и частое употребление тер­
мина спутниковая геодезия. Количество запускаемых в космос 
объектов постоянно возрастает. Так, например, за первые 10 
лет было запущено более 600 космических объектов К 1975 г. 
это число превысило 3000. Кроме ИСЗ сюда входят автомати­
ческие межпланетные станции (АМС), пилотируемые космиче­
ские корабли, искусственные спутники Луны (ИСЛ) и т. д. 

Из большого количества запускаемых на орбиты ИСЗ осо­
бо важное значение имеют для геодезии специальные геодези­
ческие ИСЗ. 

Наблюдения ИСЗ дают возможность быстрой передачи коор­
динат на расстояния в несколько тысяч километров и создания 

построений в абсолютной системе координат, отнесенной к 
центру масс Земли. Определение основных параметров 
гравитационного поля по наблюдениям искусственных спут­
ников требует сравнительно небольшого числа станций на 
поверхности Земли, в то время как при традиционных методах 
требуется густая сеть пунктов на суше и на море. Характери­
стики гравитационного поля в первом случае получаются го­

раздо надежнее, чем традиционными методами. 

Повышение точности лазерных наблюдений создает предпо­
сылки для использования наблюдений спутников при изучении 
дрейфа континентов и движения земных полюсов. Особенно 
полезными могут оказаться при этом стационарные ИСЗ, осна­
щенные уголковыми отражателями. Для решения этих задач 
можно использовать также отражатели, установленные на Луне. 
Для определения координат полюса уже в настоящее вре!\iя 
успешно применяют допплеровские наблюдения. 

Применение спутникового динамического метода позволит 
исследовать возможные изменения гравитационного поля Земли 
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во времени, а также определить фигуру геоида в океанах, при­
чем успешное решение последней задачи обеспечат высокоточ­
ные высотомеры. 

Задачи космической геодезии тесно связаны с проблемами 
картографирования Земли из космоса, с различными видами 
съемок ее поверхности, что весьма важно для получения пла­

нетарных характеристик Земли и изучения ее природных ре­
сурсов. 

Обобщением и развитием задач и методов космической гео­
дезии является использование искусственных спутников Луны 
и планет для изучения этих объектов геодезическими методами: 
создание опорных сетей, определение параметров гравитацион­
ных полей и формы, составление топографических и специаль­
ных карт. 

Методы решения задач космической геодезии обычно под­
разделяют на геометрические и динамические. В первом случае 
спутник используется как высокая визирная цель и не тре­

буется знать с большой точностью теорию его движения. При 
реализации геометрических методов используют синхронные 

или квазисинхронные набJ1Юдения ИСЗ с нескольких пунктов. 
В динамических методах теории движения ИСЗ Используются 
в качестве основы для вывода по результатам наблюдений 
ИСЗ параметров гравитационного поля Земли и определения 
координат пунктов в абсолютной системе координат, отнесенной 
к центру масс Земли. 

На рис. 1, а: r- геоцентрический радиус-вектор ИСЗ; r'­
топацентрический радиус-вектор ИСЗ; R.- радиус-вектор пункта 
М. отнесенный к центру Or некоторого референц-эллипсоида; 
!J.H- вектор, связывающий положение центра референц-эллип­
соида Or (начало геодезической системы) с центром масс Зем­
ли О. 

Векторы r, r', Н и АН связаны соотношением 
Г = Г' + R + дR, ( 1) 

которое является фундаментальным уравнением космической 
геодезии. 

Одним из этапов при решении задач космической геодезии 
может являться определение положений ИСЗ (прямая задача). 
Решается эта задача с помощью уравнения ( 1), если известны 
координаты пункта наблюдений М (т. е. компоненты вектора 
R) и для некоторого момента времени определены все три 
компоненты топацентрического вектора r'. При этом положение 
ИСЗ будет определено в той системе координат, в какой за­
даны координаты пункта наблюдений. 

При использовании геодезических координат пункта в (си­
стема референц-эллипсоида) возникает еще задача определе­
ния положения его центра относительно центра масс Земли, 
т. е. определения вектора !J.H в уравнении ( 1). 
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Гораздо чаще в космической геодезии приходится рассмат­
ривать вопрос об определении координат пунктов наблюдений 
(обратная задача). 

В этом случае уравнение (1) будет иметь вид 

(2) 

Задачу можно решить, если для векоторого момента из­
вестен из теории движения геоцентрический радиус-вектор 

х 

о 

rf zt z о 

IOB:JH 
Zp 

1 to 

1 
1 

1 о' 
1 

о 

Рис. 1. 
а- обоснование использования наблюдений ИСЗ в геодезии; б- гринвичские и 

равноденственные системы координат 

ИСЗ r и для этого же момента на пункте М получены по 
результатам наблюдений все три компоненты топацентриче­
ского радиуса~вектора r', а также известен вектор !1R. 

Для создания геодезических построений широко приме­
няются синхронные и квазисинхронные наблюдения ИСЗ. Если 
д.1я векоторого момента на пункт ах М 1 и М2 синхронно опре­
делены компоненты топацентрических векторов 1'1' и r2' ИСЗ. 
то полу~аем два векторных уравнения 

откуда 

Rl = г-;:; - AR} 
R2 -r-Г;-t1R. ' 

(3) 

(4) 
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Если координаты одного из пункта в заданы, то уравнение ( 4) 
дает возможность получить координаты другого пункта в си­

стеме исходного. 

Динамический метод космической геодезии заключается в 
совместном определении параметров гравитационного поля 

Зе:v1ли, элементов орбит и координат пунктов наблюдений по 
совокупности измерений, выполняемых на пунктах. 

Геоцентрический радиус-вектор ИСЗ есть сложная функция 
элементов орбиты Ei, па.раметров '!'~< гравитационного поля и 
времени 

(5) 

Поскольку измеренными величинами в общем случае можно 
считать топацентрические радиусы-векторы, то в обобщенной 
форме можно написать 

(б) 

Линеаризируя уравнение (6) и полагая безошибочными мо­
менты регистрации времени, получим 

а? аг аг· аг аГ' - г:: -· ) -
-_- · -- IJ.E; + -_- · --L\'IjJk---=- L\R -f- \ГО- Гизм = v" (7) 
дг дЕ; дг д'Фk дR 

где !'J.Ei, !1'\Jh, !'J.R -соответственно поправки к элементам ор­
биты, параметрам гравитационного поля и 
координатам пунктов, 

ro' -приближенное значение топацентрического 
радиуса-вектора, 

Vr - вероятнейшая поправка измеренной ве.1и-
чины. 

В частном случае, когда не определяются поправки к приня­
той модели гравитационного поля, надо положить '\Jk =О, тогда 
получим основное уравнение орбитального метода 

аГ' аГ' а? - (-' -· ) --- • -- !'J.E ·--- /J.R + Го- Гиэм = V 
аГ дЕi ~ дR г> 

(8) 

в котором предполагаются известными возмущающие силы, 

действующие на ИСЗ, и ставится задача совместного опреде­
дения элементов орбиты и координат пунктов. 

Наконец, полагая известными для моментов измерений и 
элементы орбиты Ei, получим основное уравнение упрощенного 
орбитального метода 
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В последнем случае ставится задача определения лишь 

координат пунктов, а элементы орбиты и параметры грави­
тационного поля предполагаются известными. 

В ряде случаев говорят о геометрических и динамических 
задачах космической геодезии. Решение первых осуществляется 
на базе синхронных и квазисинхронных наблюдений, что по­
зБОJlяет получать относительные координаты пунктов. Для 
решения динамических задач привлекается теория движения 

ИСЗ и, кроме координат (абсолютных) пунктов, получают так­
же параметры гравитационного поля Земли. 

Такая классификация является условной. Выше, например, 
было показано, что в орбитальном методе модель гравитаци­
онного поля не уточняется, но для определения координат 

пунктов (в абсолютной системе) привлекается теория движе­
ния спутника, необходимая для получения поправок к элемен­

там орбиты. 

В дальнейшем при изложении материала задачи космиче­
ской геодезии подразделялись на геометрические и динамиче­

ские. 

Поскольку определение элементов орбиты в орбитальном 
методе не является самоцелью, этот метод и его модификации 
отнесены к геометрическим задачам. 

За время, прошедшее после запуска в СССР первого ис­
кусственного спутника, особенно большие успехи достигнуты 
в решении динамических задач космической геодезии. Наши 
знания о параметрах гравитационного поля и форме Земли 
значительно увеличились. По параметрам, характеризующим 
гравитационное поле, оказалось возможным составить сужде­

ние об определенных свойствах формы уравенной поверхности, 
о геофизических свойствах земной коры и мантии Земли. 

Совершенствуются методы решения геометрических задач 
космической геодезии. Наличие в ряде стран разнообразной 
измерительной аппаратуры, обеспечивающей высокую точность 
наблюдений, позволило перейти к работам в рамках между­
народного сотрудничества (проекты JSAGEX, «Большая хор­
да» и т. д.). 

Ведущая роль Советского Союза в исследовании космиче­
ского пространства общеизвестна. Достаточно напомнить, что 
первый спутник был запущен в СССР, первым землянином, 
совершившим орбитальный космический полет, был Ю. А. Га­
гарин. Первым вышел в открытый космос А. А. Леонов. Совет­
скому СоюЗу принадлежит также приоритет в таких основопо­
лагающих этапах в истории развития мировой космонавтики, 
как достижение поверхности Луны, передача изображения 
поверхности Луны на Землю, запуск КА к Венере, запуск КА 
I< Марсу, мягкая посадка на Луну, искусственный спутник 
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Луны, создание орбитальной космической станции (ОКС), соз­
дание лунохода и т. д. 

Развитие космических исследований особенно важно пото­
му, что они способствуют научно-техническому прогрессу, 
дают огромный материал для развития наших знаний о Все­
ленной и отдельных ее частях, влияют на развитие культуры 
и имеют народнохозяйственное значение (космическая связь, 
космическая метеорология, навигация, изучение природных 

ресурсов, космическая геодезия и т. д.). 
В настоящее время советская программа изучения и исполь­

зования космического пространства успешно выполняется. Важ­

ное значение в ней придается развитию теории и практики 
космической геодезии. 



Глава I 

СИСТЕМЫ КООРДИНАТ И ИЗМЕРЕНИЕ ВРЕМЕНИ 

Эта глава имеет справочный характер и служит необходи­
мым введением к дальнейшему тексту. Содержание главы 
основано на известных положениях сферической астрономии и 
частично- высшей геодезии. 

§ 1. Основные системы координат, применяемые в космической 
геодезии 

И сходной системой координат, в которой задаются положе· 
ния станций наблюдений ИСЗ, является геодезическая, опре­
деляемая принятым на данной территории референц-эллипсои­
дом. В этой системе координаты точек земной поверхности 
задаются геодезической широтой В, определяемой как угол 
между нормалью к эллипсоиду, проходящей через данную 
точку, и плоскостью экватора эллипсоида; геодезической дол­
готой L- двугранным углом между плоскостью, проходящей 
через пункт и малую ось эллипсоида, и плоскостью начального 

:-,rеридиана, также проходящей через малую ось эллипсоида; 
высотой Н над эллипсоидом. Референц-эллипсоид ориентируют 
так, чтобы его малая ось была параллельна средней оси вра­
щения Земли в некоторую стандартную эпоху. Учет или неучет 
уклонений отвеса в исходном пункте приводит лишь к парал­
лельному перемещению референц-эллипсоида в пространстве. 
Поэтому будем считать, что плоскость начального меридиана 
референц-эллипсоида параллельна плоскости среднего гринвич­
ского меридиана, определяемой Гринвичем и положением 
средней оси вращения Земли на стандартную эпоху t0• Строго 
говоря, укаЗанная параллельность до пекоторой степени не 
соблюдается, но этот «перекос» систем подлежит определению 
(или уточненИю) из решения задач космической геодезии. 

Так как космическая геодезия позволяет решать геодези­
ческие задачи в масштабах всей Земли, то иногда в качестве 
11сходного целесообразно использовать общий земной эллип­
соид, рекомендованный XIII Генеральной ассамблеей Между­
лародного астрономического союза (1967 г.) . Принято, что 
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центр этого Э•lлипсоида совпадает с центром масс Земли, а 
малая ось совпадает со средней осью вращения Зеыли д .. 1я 
средней эпохи 1900-1905 r. (система ОС 1). 

Решение задач космической геодезии основано на реалп­
зации определенных математических соотношений между коор­

динатами ИСЗ и координатами станций наблюдений. Наибо­
лее простой вид эти соотношения имеют, если они заданы в 
прямоугольных координатах. Поэтому координаты стаiЩIIЙ 
целесообразно представлять в прямоугольной системе коорди­
нат. Эти системы показаны на рис. 1, б, где О'- центр рефе-
ренц-эллипсоида; О- центр масс Земли; Хр1 , Ур1 , Zp1 -

о о о 

геодезическая прямоугольная система координат, связанная с 

референц-эллипсоидом (референцная система); Х10 , У10 , Zt.­
прямоугольная система координат, связанная с центром масс 

Земли; OZto -средняя ось вращения Земли для эпохи t0 г., 
Xto; 0Zt0 - плоскость среднего гринвичского* меридиана для 
эпохи to; ось O'ZPt 0 параллельна 0Zt 0 , плоскость начального 
меридиана Хр1 О' lp1 парал.1ельна плоскости Xto OZt,; 

• о 

Хо(вrн), УщвrН), ZщвrН)- оси геодезической прямоугольной 
системы, связаной с общим земным эл.1ипсоидом; ОZщвrю­
направление средней оси вращения Земли для средней эпохи 
1900-1905 г. Несовпадение направлений 0Zt 0 и ОZщвrН) 
обусловлено действием прецессии за указанный промежуток 
времени. Координаты звезд в современных звездных ката.'Iоrах 
отнесены к стандартной эпохе t0 = 1950,0. Поэтому по.1ьзоваться 
ориентацией общего земного эллипосида не всегда удобно. 

Учтя действие прецессии за интервал to г.- 1900, 1905 сов­
местим оси Х0 У0 Z0 с осями Xt 0Yt 0 Zto· Поэтому во всех слу­
чаях будем пользоваться направлением осей для эпохп t0• 

Указанные только что системы прямоугольных координат вра­
щаются вместе с Землей. 

Если ось абсцисс х направить в среднюю точку весешrе>о 
равноденствия У ер. t0 , ось z совместить с осью OZto• а ось ор­
динат у, как и в предыдущих случаях, направить так, чтобы 
система была правой, то получим систему координат xyz, не­
подвижную относительно вращающейся Земли. Эту систеiЧу 
координат, отвлекаясь от орбитального движения Земли, на­
зовем ин.ерциалыюй. Любую из систем координат, начало кото­
рой находится в центре масс Земли О или в центре референц­
эллипсоида О' (ибо положение О' относительно О может быть 
и неизвестным), будем называть геоцентрической. Систе~·rу, 
вращающуюся вместе с Землей, когда пло~кость XOZ связ<Jна 

* Здесь 11 далее под «гринвичским» меридианом понимается начальный 
меридиан, реализуемый и хранимый Международным бюро вре~1ени (В! Н), 
приведенный к стандартной эпохе, так как при обработке наблюдений чащр 
всего приходится пользоваться именно этой эпохой. 
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с начальным меридианом, назовем гринвичской*. Таким об_:_ 
разом, мы имеем геоцентрические гринвичские системы для 
эnохи t0 XPt. Ypt. ZPto• Xt. У t. Zt. и гео~ентрическую инерци­
альную систему для--эпохи t0 xyz. Угол S между осями Xt. и 
х= У ер. 1• есть среднее гринвичское звездное время, отнесенное 
к эпохе t0• Теория движения ИСЗ всегда строится в геоцент­

рической инерциальной си­
стеме координат; в этой же 
системе предвычисляются 

теоретические координаты 

спутников. 

Наблюдения ИСЗ прово­
дятся с поверхности Земли, 
поэтому наблюденные коор­
динаты спутников получа­

ются в так называемой топо­
центрической системе коор­
динат, начало которой нахо­
дится на поверхности Земли 
в пункте наблюдений 
(рис. 2). 

На рис 2 :О - центр 
масс Земли- начало гео­
центрической системы ко­
ординат; xyz- оси инер-

циальной геоцентрической 
системы, ось х направ-

z z' 

р 

р' 

,с . 
1 

Рис. 2. Геоцентрическая и 
топацентрическая системы 

координат 

.:Iена в точку весны, ось z- по оси вращения Земли 
РР': П- пункт на поверхности Земли- начало топацент­
рической системы x'y'z', оси которой параллельны осям 
xyz. С- спутник, С'- его проекция на плоскость х' у', 
С"- на плоскость экватора ху; r- геоцентрический ра­
диус-вектор С, r'- топоцентрический; а- геоцентрическое пря­
мое восхождение, б- геоцентрическое склонение С; а', б'-

топацентрические прямое восхождение и склонение С. ПСх' =х', 

ПСу'= у', СС' =z'- топацентрические прямоугольные координа­

ты С. ос:=х, ОС~=у, СС"=z-геоцентрические прямоугопь­
ные координаты С. Наконец: ОПх'=хп, ОПу'=уп, ППz'=zп­
геоцентрические прямоугольные координаты пункта; р- его 

rеоцентричесхий радиус-вектор. 
Экваториальные координаты r, а, б и r', а', б' играют роль 

сферических координат; в данном случае они отнесены к эпохе 
t0• Если за исходную систему координат принять гринвичскую, 

* По зарубежной терминологии- «земная» система. К:роме того, должно 
быть понятно, что термин «инерциальная» система имеет здесь строго ло­
ка.1ьный характер. 
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10 аналогичным образом получим топацентрическую гринвич7 
скую систему координат Х', У', Z'; тогда а и а' следует заме­
нить на a-S и a'-S. 

Направив ось z в истинный полюс Рист заданной даты для 
.заданного момента времени, а ось х- в истинную точку весны 

Уист для того же момента, получим геоцентрическую систему 

КООрдинат Хист, Уист, Zист *, KO-
zucm торую назовем равноденствен-

21о ной (рис. 3). 

Рис. 3. Инерциальная равноденст­
венная система координат и равно­

денственная система координат, от-

несенная к истинному полюсу 

Несовладение осей инерци­
альной системы xyz (на рис. 3 
- Xt 0Yt 0 Zt 0 ) С ОСЯМИ Хнст, Упст• 
Zист обусловлено действием 
прецессии и нутации на интер­

вале времени между стандарт­

ной эпохой t0 и заданным мо­
ментом. Направив аналогич­
ным образом ось z в мгновен­
ный полюс заданного момента, 
а ось х- в мгновенную точку 

весны, получим мгновенную 

равноденственную систему ко­

ординат Хмгн, Умгн, Zмгн· 

Несовладение осей этой си­
стемы с осями инерциальной 
обусловлено действием пре­
цессии и нутации за тот же 

промежуток времени и движе­

нием полюсов Земли. 
Совершив параллельный пе-

ренос начал систем Хист. Унr)т, 

Zист и Хмгн, У~rгн. Zмгн в точку на поверхности Земли, получим 
соответственно топацентрические равноденственные системы ко­

ординат х'ист, у' ист, z' ист; х' мгн; у' мгн, z'мгн· 
Итак, системы координат можно классифицировать тремя 

способами: по выбору начала координат- геоцентрические и 
1опоцентрические; по выбору направления оси х- гринвичские 
-и равноденственные (инерциальная система координат, очевид­
но, тоже является равноденственной для стандартной эпохи); 
по выбору направления оси вращения Земли и положения 
1очки весны- мгновенные, истинные и средние (инерци­
альные). 

Таким образом, перечислены основные системы координат, 
с которыми приходится иметь дело на практике. Их число мож­
но расширить, исходя из данной классификации. 

* По зарубежной терминологии- «звезднюi» систе~rа . 
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Существует также класс систем координат, играющих 
вспомогательную роль в теории движения спутников. Эти си­
стемы называют орбитальными, так как они тем или иным 
способом связаны с орбитой спутника. Первая орбитальная 
система: начало координат находится в центре масс ИСЗ, а оси 
параллельны осям геоцентрической инерциальной системы 
координат, либо осям гринвичской системы координат, либо 
выбраны специальным образом (гл. 11 § 12); вторая орбиталь­
ная система- начало в центре масс Земли, ось х направлена 
в восходящий узел орбиты ИСЗ, ось z- по средней оси вра­
щения Земли стандартной эnохи; третья орбитальная система: 
начало- в центре масс Земли, плоскость ху- плоскость ор­
биты ИСЗ, причем х может быть направлена либо в узел ор­
биты, либо в перицентр орбиты; ось z перпендикулярна к пло­
скости орбиты. Можно предложить еще ряд орбитальных си­
стем координат. 

Перечисленные системы наиболее употребительны. 

§ 2. Системы измерения времени 

Будем придерживаться системы изложения, данной в кни­
ге [53]. 

Исходной системой измерения времени, применяемой в кос­
мической геодезии, является система всемирного времени­
система среднего солнечного времени на гринвичском мери­

диане. Наиболее употребительные обозначения: 

UT (Uпiversal Time) либо TU (Temps Uпiversel). 

Из наблюдений звезд в пункте с известной астрономической. 
долготой Л определяют местное звездное время s, т. е. часовой 
угол точки весны относительно местного астрономического 

меридиана в момент наблюдений. Гринвичское звездное время 
в этот момент равно 

S =s-'J.., (I.l} 

а всемирное 

(1.2} 

где S 0 - звездное время в Гринвичскую полночь, а v= 
= 1/366,2422- коэффициент перехода от звездного времени к 
среднему. Таким образом, всемирное время, в сущности, тоже 
определяется из наблюдений звезд. Это время, отнесенное к 
положению мгновенного полюса и мгновенного экватора, а 
значит, и к мгновенному положению точки весны, обозначается 
ИТО. Всемирное время в системе ИТО является неравномер­
ным из-за неравномерностей суточного вращения Земли. Эти 
неравномерности обусловлены движением земных полюсов, се-
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зонными изменениями угловой скорости вращения Земли под 
действием геофизических и метеорологических факторов, ве­
ковым замедлением вращения Земли из-за приливнога трения 
в системе Земля- Луна, непериодическими изменениями угло­
вой скорости вращения Земли, обусловленными, вероятнее 
всего. солнечной активностью. 

Данные станций наблюдений Международной службы дви­
жения полюсов позволяют определить поправку дЛ к системе 

ИТО, vчитывающvю движение мгновенного полюса относитель­
но среднего. ПрЙ помощи этой поправки образуется систе­
ма ИТJ: 

ИТI =ИТО+ дЛ. (1.3) 

Службы времени дают поправки дИТ за сезонные вариации 
угловой скорости вращения Земли. При помощи этих поправок 
образуется система квазиравномерного всемирного времени 
UT2 

UT2 = ИТI + дИТ =ИТО+ дЛ + дИТ. (I.4) 

Международное бюро времени регулярно публикует поправки 
д/. и дИТ для редукции моментов подачи радиосигналов вре­
мени к системе UT2 в изданиях «Circulaires du Bureau de 
l'Heure» и «Bulletiп Horaire». 

На промежутках времени до одного года во многих прило­
жениях достаточно пользоваться системой ИТ2. На промежут­
ках времени, больших года, целесообразно пользоваться систе­
мой эфемеридиого времени ЕТ. Эфемеридное время- это рав­
номерно текущее (теоретическое) время небесной механики •. 
т. е. независимая переменная t, входящая в дифференциальные 
уравнения движения (гл. II). Переход от всемирного к эфе­
меридиому времени осуществляется по формуле 

(I.5) 

где поправка дr определяется из наблюдений Луны путем 
сравнения ее ваблюденной долготы с эфемеридной, вычислеit­
нои согласно гравитационной теории движения Луны Брауна. 
Сейчас применяют три вида эфемерид Луны, которым придают 
соответствующий индекс j=O, 1, 2; i=О-так называемая 
улучшенная эфемерида Луны; j = 1 -та же эфемерида на 
основе новой системы астрономических постоянных с исправ­
ленной ошибкой в одном из членов рядов Брауна; j = 2-
предыдущая эфемерида с уточненными Эккертом солнечными 
возмущениями, используется с 1972 г. в национальных астро­
номических ежегодниках. Соответственно различают три си­
стемы эфемеридиого времени: 

ЕТО = UT2 + д ТО; ETI = ИТ2 + дТ1; ЕТ2 = ИТ2 + д'f2 
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Точность определения поправок !1Т из наб;~юдений Луны 
nока невелика-ошибка несколько меньше однои секунды вре­

мени. Предварительные значения поправки !1Т публикуются в 
астрономических ежегодниках. В 1974 г. 11Т~ +44-'. Прибли­
женное значение !1Т можно вычислить по формуле: 

!1ТS :- 1,82144 {8,72" + 26,74"Т + 11,22"Т2 + 
+ 10,71" sin (140,0°Т + 240,Т)}, (I.6) 

г де Т- время, отсчитываемое в юлианских столетиях (см. 
ниже) по 36525 эфемеридных суток от эпохи 1900 г., январь 
0,5 ЕТ. 

В настоящее время во многих странах осуществлен переход 
на систему атомного времени АТ, которая основана на приме­
нении высокостабильных атомных и молекулярных эталонов 
частоты. Принято, что одна атомная секунда есть промежуток 
времени, в течение которого происходит 9 192 631 770 колеба­
ний атомов цезия. Одна атомная секунда соответствует одной 
эфемеридной секунде с ошибкой ±2·10-9 - с точностью ед.и­
ницы времени, определяемой по орбитальному движению Зем­
ли. Стабильность атомных эталонов такова, что точность оп­
ределения одной атомной секунды составляет I0-11 • 

Для образования системы атомного времени с Междуна­
родным бюро времени связано 1 О атомных часов в США, Ка­
наде, Японии, ЮАР, Франции, Англии и Швеции. 

В настоящее время применяется новая шкала атомного 
времени АЗ, которая введена с 1 января 1966 г. и вычисляется 
как средневзвешенная шкала показаний всех атомных часов, 
связанных с Международным бюро времени. 

В СССР принята шкала атомного времени ТА-1, основанная 
на двух кварцевых часах, которые регуJ1ируются цезиевым эта­

лоном частоты. Бьшо принято, что в момент 1964 г. 1 января 
12'' UT2 

UT2 = ТА-1. (1.7) 

Разности AT1-UT2 публикуются в бюллетене «Эталонное 
время». Применяется также шкала UTC- шкала всемирного 
со г ласаванного или координированного времени. Ее исполь­
зуют для согласования между собой шкал атомного и всемир­
ного времени АТ и UT2. 

Для непрерывного счета времени на существенно больших 
промежутках применяется предложенная еще в XVI в. так 
называемая юлианская система (юлианский период). Необхо­
димость использования этой системы обусловлена тем, что при 
подсчете, например, хотя бы числа дней на интерваде в не­
сколько столетий применение обычного календаря затрудни­
тельно. Начало юлианской систем·ы (или юлианского периода) 

21 



приходится на средний гринвичский полдень 1 января 4713 г. 
до нашей эры, после чего ведется непрерывный счет суток. 
Юлианский год содержит 365,25 эфемеридных суток. Для удоб­
ства пользования юлианской системой в АстрономическоУI еже­
годнике СССР дается таблица «Юлианский период», при помо­
щи которой легко определить, какому юлианскому дню (и.пи 
моменту) соответствует заданная дата (или момент). Обозна­
чение: J D. В соответствии с перечисленными выше системами 
измерения времени различают юлианскую дату J D в систе:vtе 
UT и юлианскую дату J ED в системе ЕТ, разница между ко­
торыми равна !1Т. Система записи: 1900 г., 121' ЕТ, О января= 
=JED 2415020,0. 

§ 3. Преобразования систем координат 

Основная задача: преобразовать исходные координаты 
пунктов и наблюденные координаты ИСЗ в одну и ту же систе­
му, инерциальную или гринвичскую. 

Сначала рассмотрим преобразование исходных геодезиче­
ских координат станций наблюдений В, L, Н в гринвичские 
прямоугольные координаты Хр1 , Ур 1 , Zp 1 , связанные с ре-

о о о 

ференц-эллипсоидом. Для этого применяются формулы сфе-
раидической геодезии 

Хр10 = (N + H)cosBcosL; Ур1 • = (N + H)cosBsiпL; 
Zp1 = (..!!:.__ N + Н) sin В, 

о • а2 
(1.8)· 

где а- большая полуось референц-эллипсоида, Ь = ау1-е2 -
его малая полуось, N- радиус кривизны первого вертикала, 
вычисляемый по формуле 

1 

N = а2 (а2 cos2 В+ Ь2 sin2 В) 2 ; 

е- эксцентриситет меридианного эллипса. 

(1.9) 

Обратный переход производится методом последовательных 
приближений. Сначала из первых двух формул (1.8) находим 

Yplo 
tgL =--. (1.10) 

Xplo 

Разделив третью формулу (1.8) на корень квадратный из сум­
мы квадратов двух первых формул, получим: 

(I. 11) 
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В первом приближении второй член в (I.11) отбрасываем и 
находим первое приближение 8(1>. С этим значением находим 
nервое приближение Н(!> по формуле 

Vxz , yz 
нР > = ___ P...:...t ."--'--P--'t"'·- - N. 

cos в< 1 > 
(1. 12) 

Зная H(l>, по формуле (1.11) находим второе приближение 8<2>; 
да.1ее по формуле (1.12) -второе приближение Н<2> со значе­
нием 8<2> и т. д. Процесс приближения заканчиваем, когда раз­
ница между последним и предпоследним приближениями ста­
новится меньше заданной величины. Если заданная погреш­
ность имеет порядок 0,01", то достаточно трех-четырех прибли­
жений. Затем можно совершить переход к гринвичским коор­
динатам Xt •• Yt •• Zt. для стандартной эпохи в системе общего 
земного эллипсоида. Для этого нужно сделать параллельный 
перенос системы Хр10 , Ур1 •• Zp1• из центра референц-эллип­
соида О в центр общего земного эллипсоида О. Если t!..X, t!.. У, 
дZ- координаты точки О в системе Хр10 , Ур1 •• Zp1 •• то ука-

занное преобразование имеет вид 

Xt. = Хр1.- t!..X; Yt. = Ур10 - D..Y; Zt. =-= Zp10 - t!..Z. (1.13) 

Это преобразование нестрогое, так как здесь не учитывается 
разница в размерах и форме общего земного эллипсоида н 
референц-эллипсоида. 

Строгое преобразование заключается в следующем. 
Сначала по известным из сфераидической геодезии диффе­

ренциальным формулам 11 рода находим поправки t!..B, t!..L, !J.H 
к геодезическим координатам: 

(M+H)t!..B=_!!_e2 siпBcosB·D..a+-1 ( м +N)siпBcosBX 
а 2 1 -е2 

Х D..e2 - (D..X cosL + t!..Y sinL) sinB + t!..Z cos В; 

(N +Н) cosB-t!..L =- дХ sinL + t!..Y cosL; 
(1.14) 

А.Н = ~ да-N sin2 В !'J.e2 + (t!..XcosL + дYsiпL)cos В+ D..ZsinB, 
N 2 

где 

де2 = 2(1-а)да; 
3 

М= а ( 1-е2 ) ( 1-е2 sin2 В) 2 -радиус кривизны меридианного 
сечения, е- его эксцентриситет, а- полярное сжатие, D..a, t!..a-
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малые разности в сжатии и большой полуоси между общш.1 зем­
ным и референц-эллипсоидом: 

Референц-эллипсоид СССР 
Общий земной эллипсоид (1967 r.) 

6.378,245 
6.378, 165 

1:298,.3 
1:298,25 

Далее исправляе:vr найденными поправка:vш исходные геод2ЗИ­
ческне координаты 

В0 =В -1- !J.B; L0 = L + !J.L; Н0 =Н+ !J.H (1.15} 

и, наконец, по формулам (1.8) и (1.13) со значениями Во. Lo, 
Н0 вычисляем гринвичские координаты в системе общего зем­
ного эллипсоида Xt.. Yt., Zt •. Разница между строгим и не-

строгим преобразованиями ма-
7; ла. Какой системой эллипсоп­

да пользоваться и какое 11з 

преобразований при:vtенять, 
обычно решается исходя пз 
конкретной практической за­
дачи. Поэтому для простоты 
гринвичские прямоугольные ко­

ординаты пунктов обозначrr~1 
через Х, У, Z. 

Нужно также заметить, что 
если известны лишь астроно­

мические координаты пун rпа 

(широта и долгота), определя­
емые направлением нормаюr к 

геоиду, то, строго говоря, их 

Рис. 4. Эйлеревы углы использовать нельзя. Их мож-
но рассматривать лишь как 

приближенные геодезические координаты, к которым следует 
искать поправки из решения задачи космической геодезии. Учи­
тывая введением этих поправок влияние уклонения отвеса, пе­

реходят от астрономических координат к геодезическим. 

Все дальнейшие преобразования заключаются в парал.1сль­
ных переносах и поворотах координатных осей. Напомним сна­
чала общее правило поворота системы координат. Пусть тре­
буется перейти от некоторой системы координат ~. YJ, ~ к 
системе 6', r{, ~, (рис. 4). Основой преобразования служат 
эйлеровы углы: 

угол прецессии Q -угол между осью 6 и линией перс­
сечения АА' плоскостей 611 и ~'11'; 

угол нутации 1- угол между плоскостями 611 и ~'11' 
или, что то же самое, между на­

правлениями осей ~ и ~'; 
угол чистого вращения ш -угол в плоскости 6'11' между АА' и 

направлением оси ;'. 
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Эйлеравы углы позволяют вычислить косинусы углов между 

осями «старой» системы ~11~ и осями «новой» системы ~'11'~'­
так называемые направляющие косинусы. Например, направ­
ляющий косинус оси ~' относительно оси s найдется по теореме 
косинусов из сферического треугольника а~а~:А (см. рис. 4). 

cos ~ =-__, 11 = cos w cos Q- sin w sin Q cos /. (1.16) 

Направляющий косинус оси ;' относительно оси ч -из тре­
угольника Аа~,а11 : 

...__.... 
cos а~,а" = т1 = cos w sin Q + sin ш cos Q cos /. (1.17) 

Направляющий косинус s' относительно ~-из треугольника 
Аа~'а\;: . 

cos а~а~ = n1 = sin w sin /. (1.18) 

Аналогичным образом находят направляющие косинусы l2, m2, 

n2 оси 11' относительно осей ~. ч. ~ и направляющие косинусы 
осей l3 , т3, n3 оси ~ относительно осей s, 11. ~ соответственно. 

!2 = - sin w cos Q- cos w sin Q cos /, 1 
т2 = - sin (J) sin Q + cos (() cos Q cos /, r· 
n2 = cos w sin /; . 

lз = sin Q sin 1, ) 

тз= -cosQsin/, !. 
tt'3 = cos /; J 

(1.19) 

(1.20) 

К:ак известно из аналитической геометрии, 
преобразования можно записать так: 

пря~ое и обратное 

~' = !1~ + m111 + n1C ) 
11' = !2~ + m2 Ч + n2~ , 
~' = lз~ + тзч + nз~ 

~ = [1~' + l2'YJ' + lз~' ) 
'rJ = m1~' + ~ч' + тз~' 
~ = n1~' + n2ч' + nз~' 

или в матричном виде: 

(1.21) 

(1.22) 

(1.23) 

(1.24) 
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В формулах (1.23) и (1.24) матрицы, элементами которых слу­
жат направляющие косинусы, иногда называют матрицами 

поворота или матрицами вращения. 

Переход от гринвичской системы координат 
XYZ к и н ер ц и а ль н ой xyz и о бра т н о 

Обращаясь к рисункам 1 и 4 и полагая s' =Х, r{ =У, ~~ = Z; 
s=X, 'YJ=Y, ~=Z, ВИДИМ, ЧТО ВВИду СОВПадеНИЯ осей аппликат 
угол 1 =О и искомое преобразование заключается в повороте 
гринвичской системы на угол S = Q + ro, равный среднему грин­
вичскому звездному времени, отнесенному к стандартной эпохе­
t0. Подставляя в формулы (1.16), (1.17) и (1.18) 1=0 с учетом 
S = Q + ro, найдем направляющие косинусы: 

11 = cosS, 

12 = -sinS, 
/ 3 =О, 

m1 = sin S, n1 = О J 
m2 = cos S, n2 = О . 
m3 =О, n3 = 1 

С этими значениями формулы (1.22-1.24) дают преобразова­
ние гринвичской системы в инерциальную, а формулы (1.21, 
1.23) - инерциальной в гринвичскую, причем формулы одни и 
те же для координат пунктов и координат ИСЗ. Время S для. 
заданного момента в системе UT вычисляется по формуле сфе­
рической астрономии 

S = Sot. + UT2 + (UT2)''·1l· (1.26} 

где J.-1.=9,856 s/h- ускорение звездного времени относите.1ьно 
среднего солнечного, а Sot. -среднее звездное время в грин­
вичскую полночь заданной даты, отсчитываемое от точки 
весны 1950,0 и вычисляемое по формуле: 

Sot. = 6h40m + 8 639 877,3025Т1 - 0,0002sTi, (I.27) 

где Т 1 - промежуток времени между заданной датой и эпохой 
t0 в юлианских столетиях. Если будет достигнута точность фик­
сации моментов наблюдений ИСЗ порядка 0,0001" и выше, то 
из величины Sot. следует вычесть поправку за часовую пре­
цессию по прямому восхождению, ибо за интервал времени, 
равный ( UT2)h точка весеннего равноденствия успеет с:ме­

ститься (смещение за час составляет Р~ = 0,000 14•). Эта по­
правка равна Р~ · ( UT2) ''· 

Переход от равноденственных координат 
Хист, Уист, Zис'Г К И Н ер Ц И а ЛЬ Н Ы М xyz И О б р а Т Н О 

Так как координаты Хист. Уист. Zист отнесены к заданному 
моменту некоторой даты (обычно это момент и дата наблюде-
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ний), а инерциальные- х, у, z- к стандартной эпохе t0 , то 
для нахождения искомого перехода следует учесть прецессию 

и нутацию за указанный промежуток времени. 
Положим 

~ = Х, Т} = у, ~ = z; ~~ = Хист• ТJ' = Уист• ~~ = Zист• 

Теория редукционных вычислений в сферической астрономии 
nриводит к следующим формулам для направляющих косину­
·СОВ, ВХОДЯЩИХ В (1.16)- ( 1.20) [53]: 

11 = Хх -Xy~'ФsCOSB- xz~'Фs siпв 

~=Ух- Уу~'Фsсоsв- Yz~'Фssiпв 

n1 = Zx- Zy~'Фs cos в- Zz~'Фs sin в] 

12 = Хх~'Фs cos в+ Ху- Xz~Bs 

m2 =Yx~'Фscosв+Yy-Yz~Bs ~· (1.28) 

n2 = Zx~'Фs cos в+ Zy- Zz~Bs 

13 = Xx~'Фssinв + Xy~Bs + Xz 
m3 = Yx~'Фssinв+ Yy~Bs + Yz 
n3 = Z t"~'Фs sin В+ ZyL1Bs + Zz 

С этими значениями формулы (1.21), (1.23) дают обратное 
ттреобразование, формулы (I.22), (1.24)- прямое. 

В формулах (1.28) имеем: 

Хх = cos ~о coszcos е- sin ~о sinz 

Ух =- sin ~о coszcos е- cos ~о sinz 
Zx = -coszsine 

х у = cos ~о sin z cos е + sin ~о cos z 
у у = - sin ~о sin z cos е + cos ~о cos z 
Zy = -sinzsine 

Xz = cos~0 sine; Yz = -sin~0 sine; zz = cose 

где ~о. Z, е- прецессионные параметры НьЮкома: 

] 
(1.29) 

~о = (2304,253" + 1 ,3973"Т 1 + 0,00006"Т 12) т + ~, 

+ (0,3023" + 0,0027"T1)'t2 + 0,01800"т3 

z = (2304,253" + 1,3973''Т1 + 0,00006''Т~) т+~ (I.ЗО) 
+ (1,0950" + 0,0039"Т1) т2 + 0,01832"т3 1 ' 

8 = (2004,685"- 0,8533"Т1 - 0,00037"Ti) т -1 
- (0,4267" + 0,00037''Т1) т2 - 0,04180"т3 1 
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Т1 - nромежуток времени между эnохами t0 и 1900,0 в троnи­
ческих столетиях по 36524,22 эфемеридных суток, а 't- про­
межуток времени между заданным моментом заданной даты 
и эпохой t0 в тех же единицах. Далее: д.'ljJ 5 =д.'ljJ +d'ljJ- нутация 
в долготе, деs=д.е+dе- нутация в наклоне, е- истинный на­
клон экJшnтики к экватору; d'ljJ, de- короткопериодические 
члены нутации, д'ljJ, де- долгопериодические. Эти величины 

могут быть выбраны из 
«Астрономического еже­
годника СССР». Если ну­
тацию не учи~IВать, по-

У- - ,....=.,=..-=;=-'ilfo<:::-·------ У ложив ее равной ну.1ю, 

х 

Рис. 5. Взаимное расnо.1ожение мгно­
венного nолюса и среднего nолюса 

эnохи 

то направляющие косину­

сы (1.28) образуют ыат­
рицу прецессии. В рас­
смотренном преобразова­
нии не учтены колебания 
полюса, опреде.rJяе!IIые 

Международной службой 
движения полюсов. По­
этому найденные опи~ан­
ным способом координпты 
х, у, z следует еще испра­
вить поnравками за 

колебания полюса. Амп­
:штуда колебаний мгновенного полюса не прев·ышает 10-15 м. 
Координаты мгновенного полюса в левой гринвичской систе;че 
на плоскости, касательной к среднему полюсу стандартной эпо­
хи, публикуются в бюллетене «Эталонное время». Рассмотрпм 
рис. 5, на котором Хпол, Упол- публикуемые координаты мгно­
венного по.1юса, выражаемые либо в угловой мере, либо в ра­
дпанной; е, р- по.1ярные координаты мгновенного по"1юса, 
причем: 

Xn0 ., = pcos8, у00,1 = psin8; 

8', р- nолярные координаты мгновенного полюса в ннер­
циа.lьной системе, причем 8' = e-s. Полагая теперь на 
рис. 4 точку а с средним поJJюсом, точку а~· -мгновенным 

nоюосом, а уго.1 чистого вращения ro- равным нулю, най;те:-.r: 

Q = 90° - (8 --- S), 

l=p (вет-rчина ма.1ая). По формулам (!.16)-(1.20) полу­
чим выражения для направляющих косинусов: 

11 = sin (8 - S), 12 = - cos (8 - :S), 13 = р cos (8 - s) ). 
m1 =cos(8-S),m2 =sin(8-S}, m3 =-psin(8-S) . (I.Зl) 
n1 = О; n 2 = р; n3 = 1 
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Подстав.'Iяя их в формулу (1.24), в которой теперь ~'. т]', ~' 
следует заменить на х, у, z, найденные в предыдущем преоб­
разовании, получим инерциальные координаты Xt.=~; Yt. =ч; 
Zt. == ~. освобожденные от влияния колебаний полюса. 
Связь между прямоугольными и сферическими 

к о о р д и н а т а м и а, б 

Из треугольников ОСС", ОС"с: и ОС"С~ на рис. 2 .J..lЯ 
геоцентриqеских координат получаем 

x=rcosбcosa, y=rcosбsina, z=rsinб (I.32) 

или 

х = r cos q> cos (Л+ S), у= r cos q> sin (Л+ S), z = r sin ер, 

где q>, Л- геоцентрические широта и долгота ИСЗ. 
То же для топацентрических координат: 

х' = r' cos б' cos а'; у' = r' cos б' sin а'; z' = r' sin б'. (I.32,a) 

Обратное преобразование: 

tg а = L; tg б = z 
х у хз + у2 (I.33) 

топацентрические координаты: 

tg а' = L · tg б' =-~ -:-;:-::::;z~' ==~ 
х' ' ~/ х'2 + у'2 

- r 2 2 2 
r' = ~~ х' + у' + z' . (I.33,a) 

Если система координат гринвичская. то х, у, z нужно за­
менить на Х, У, Z, а а или а'- на а- S или а'- S, где S­
гринвичское звездное время. 

Связь между геоцентрическими и 
топацентрическими прямоугольны~1и 

координатами 

х = х' + Xn, у = у' + Yn• z = z' + Zn 

- в равноденственной системе. 
В гринвичской системе: 

Х =-' Х' + Xn, У =У'+ Ym Z = Z' + Zn, 

(I.34) 

(I.34,a) 

где Хп, Уп, Zrr и Xn, Yu, Zп-координаты пункта (z=Z, Zп=Zп) 
в соответствующей системе координат. Формулы (1.32), (I.32,a) 
и (1.34) позволяют найти аналогичную связь между сфериче­
скими топацентрическими и геоцентрическими координатюtи. 



Глава II 

ЭЛЕМЕНТЫ НЕБЕСНОй МЕХАНИКИ И ОСНОВЫ 

ТЕОРИИ ДВИЖЕНИЯ ИСЗ 

§ 1. Постановка задачи 

Основным фактором, определяющим движение ИСЗ, яв­
ляется внешнее гравитационное поле Земли (геопотенциа.ii). 
Кроме того, на движение спутников действуют следующие фак­
торы: притяжение Луны и Солнца, атмосферное торможение, 
давление света. Существует также ряд второстепенных факто­
ров, влияющих на движение спутника, как, например, действие 
магнитного поля Земли, влияние приливов, релятивистские 
эффекты. Эти факторы из-за малости их влияния обычно не 
рассматривают, но вследствие постепенного повышения точно­

СП! наблюдений ИСЗ их следует иметь в виду. Сейчас при­
ливнее действие, например, уже частично начинают учитывать. 

Если бы Земля была строго сферической с равномерным 
распределением плотности, то ее гравитационный потенциал 
совпа;1.ал бы с потенциалом материальной точки, масса которой 
равна массе Земли. Тогда при отсутствии остальных перечис­
ленных выше факторов ИСЗ двигался бы строго по законам 
Кеплера: 

1) орбитой спутника был бы эллипс, в фокусе которого 
находился бы центр масс Земли; 

2) так называемая секториальная скорость спутника была 
бы постоянной, т. е. радиус-вектор спутника описывал бы в 
равные времена равные площади; 

_ 3) отношение квадрата периода обращения спутника к кубу 
большой полуоси его орбиты было бы величиной постоянной. 
Такое движение называется невозмущенным. 

В действительности движение ИСЗ в поле тяготения реаль­
ной Земли и под действием указанных выше факторов не под­
чиняется законам Кеплера. Это движение называется возму­
щенным. Отличия реальной, возмущенной орбиты ИСЗ от эл­
липтической невозмущенной называю}' воз~уrцениями. 

При получении геодезической информации из результатов 
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наблюдений ИСЗ всегда в той или иной форме необходиrv. 
решать следующую основную задачу небесной механики. Пусть 
в некоторый начальный момент времени в заданной системе 
координат известны (например из наблюдений) координаты 
спутника и компоненты его скорости; требуется найти его ко­
ординаты и компоненты скорости в любой другой момент 
времени. 

Для этого нужно составить дифференциальные уравнения 
движения ИСЗ под действием всех перечисленных факторов и 
проинтегрировать их. Результатом интегрирования являются 
формулы для координат и скоростей ИСЗ в виде функций вре­
мени и постоянных интегрирования. В общем виде такая задача 
строгого решения не имеет. Обычно поступают несколько иначе, 
используя то обстоятельство, что на ограниченных интервалах 
времени возмущения достаточно малы. 

Сначала инте.rрируют дифференциальные уравнения неваэ­
мущенного движения. Эта задача имеет строгое решение. Ее 
изучение является предметом теории н.евозмущен.н.ого движения 
(задача двух тел). Затем, применяя метод вариации произво.lь­
ных постоянных, составляют дифференциальные уравнения, 
определяющие возмущения от каждого из перечисленных фак­
торов. Интегрируя эти уравнения приближенными методами, 
получают формулы для учета возмущений в движении ИСЗ с 
той или иной степенью точности. Такая задача является пред­
метом теории возмущенного движения, или теории возмущений. 
Задача учета возмущений является наиболее важной и вместе 
с тем наиболее сложной. 

Кроме того, формулы для возмущений в движении ИСЗ 
под действием возмущающей части геопотенциала яв.1яются 
основным аналитическим аппаратом космической геодезии: как 
увидим в гл. VI, эти формулы являются исходными при изуче­
нии внешнего гравитационного поля Земли методами космиче­
ской геодезии. 

В данной главе сначала рассмотрим основы теории неваэ­
мущенного движения ИСЗ, а затем основы теории возмуще­
ний. Все сказанное будет справедливым не только для ИСЗ, но 
и дшу спутников (естественных или искусственных) других 
планет Солнечной системы. 

§ 2. Дифференциальные уравнения невозмущенного движения 
исз 

Во все_х случаях спутник будем считать материальной точкой 
с массой т. При изучении неваэмущенного движения ИСЗ 
Землю также примем за материальную точку (либо однород­
ную сферу) с массой М. Так как m<i;:.M, то можно считать, что 
спутник Землю практически не притягивает; говорят, что спут­
ник имеет «нулевую» массу. Систему координат выберем так: 

Зt 



начало- в центре масс Земли, ось х направим в точку ве­
.·~ннего равноденствияУнекоторой эпохи (например 1950,0 г.). 
•J~ ь z- по средней оси вращени~ Земли, отнесенной к той же 
эпохе, ось у направим в плоскости среднего экватора к восто-

ку, чтобы система координат бьi.'Iа 
z т правой (рис. 6). Эту систему коорди­

.т. 

Рпс. 6. Взаимное распо­
.1ожение материальных 

точек в задаче двух тед 

в инерциальной системе 
координат 

нат в первой главе назвали ин.ерци­
альной. 

Элементарный вывод 
уравнений движения 

Пренебрегая действием спутника 
на Землю, рассмотрим ускорение w, 
задаваемое Землей спутнику вследст­
вие закона тяготения. По второму за­
кону Ньютона будем иметь: 

mw=F, (II.l) 

где сила F в соответствии с законом тяготения равна 

F=-f mM (11.2) 
r2 , 

nричем f- постоянная тяготения, r- геоцентрический радиус­
вектор спутника. Приравнивая (II.l) и (II.2), по.tiучим: 

w = - fM (II.З) 
r2 . 

Обозначим ускорения ИСЗ вдоль осей х, у, и z соответст­

венно через х, у, z (здесь и дальше точки сверху означают про-
.. d2x 

изводные по времени t: х= -- и т. д.). 
dt2 

Чтобы найти эти величины, нужно правую часть (11.3) по­
-следовательно умножить на направляющие косинусы радиуса­

вектора r относительно осей х, у, z. Эти направляющие коси­
х ч z 

нусы соответственно равны -, --"---, -. Таким образом, по-
' r r 

лучим искомые дифференциальные уравнения неваэмущенного 
движения: 

.. х ) 
x+f!-=01 ,з 

Й+f!JL=Ot 
·:. :3 (11 

z+f!-=0 
,а J 

где f!= fM- гравитационный параметр. 
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Общий метод вывода уравнений движения 

Напомним сначала необходимые сведения из аналитической 
:'1\еханики. 

1. Пусть дана некоторая совокупность независимых величин 
q, однозначно определяющих положение механической системы 
в пространстве. В этом случае величины q называют обобщен­
!-lы.ни координатами. 

. dq 
2. Величины q=- называют обобщенными скоростями. 

dt 
3. Разность между кинетической Т.. и потенциальной U энер­

тиями механической системы называют функцией Лагранжа L 
или лагранжианом систе,иы. В случае сил притяжения потен­
циальной энергии приписывается знак минус и функция Лагран­
жа записывается так: 

4. Производную 

называют обобщенной силой, а производную 

-обобщенным и,ипульсом.. 

5. Инт:::грал 

дL =Р 
дq 

t, . 
S = ,\' L(q, q, t)dt 

t 1 

называется действием. 

(II.5) 

(II.6) 

(11.7) 

(11. 8) 

6. Движение любой механической системы, характеризуемой 
некоторым лагранжианом L=L(q, q, t), между положением с 
координатами q 1 в момент t 1 и положением с координатами q2 
в момент t2 происходит так, что 

S _..., min (П.9) 

(вообще говоря, л:ействне принимает экстремальное значение). 
Это так называемый принчип наименьсиего действия (или прин­
циh Г ал-tильтона). 
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7. Выражение для действия (11.8) представляет собой функ­
ционал. Как известно из вариационного исчисления, необходи­
мым условием для достижения функцианалом экстремального 
значения является равенство ну.'lю его первой вариации 65: 

t. 
(' ( дL дL ·' 

6S = J aq6q+ -. 6q)dt =О, 
1, дq 

(II.IO} 

где бq и oq- вариации координат и скоростей, причем oq (tt) = 
=бq(tz) ==0. Интегрируя второй член по частям и замечая. что 
oq(t)t,<t<t 2 =FO, dt=i=O, получаем так называемые уравн.Рния 
Лагран.жа ll рода: 

; ( ;~ ) - :~ о= О, (II.ll} 

Это общая форма дифференциальных уравнений движения. 
Таким образом, после выбора системы координат задача со­

ставления уравнений движения сводится к составлению лагран­
жиана, исходя из физической сущности задачи, и подстановки 
eгoв(II.ll). 

Рассмотрим теперь механическую систему Земля- спутник 
при сделанных выше предположениях. 

Пусть qt=X, qz=Y, qз=Z, тогда t:it=i, qz=y, qз=i. 
Кинетическая энергия ИСЗ р'авна · 

т . . . 
Т = 2 (х2 + yz + z2), 

потенциальная энергия системы 

И=f mM. 
г 

(II.l2) 

(1!.13) 

Составляя лагранжиан (II.5) и вычисляя производные, входя­
щие в (II.ll), найдем, например, для первого уравнения 

ибо 

d . 
-. - (mx) = fmM 
dt дх 

м 1 дr х 
=-f -- =-fmM -, 

r2 дх ,з 

r = 'Jir х2 + у2 + z 2 . 

Аналогично поступаем и для двух других уравнений. Оконча­
тельно получим систему дифференциальных уравнений дRиже­
ния, тождественную (11.4): 

~ = -fM .!____ •. у.= -fM .lL; z = -f/Vl ~-
,з ' ,з ,~ 
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§ :3. Интегрирование дифференциальных уравнений 
невозмущенного движения 

Интегрирование системы трех уравнений второго порядка 
(II.4) должно нам дать шесть интегралов и шесть произволь­
!JЫХ ПОСТОЯННЫХ: 

~ = -~ (t, С1 , С2 , С3) 

у= у (t, С1 , С2 , Сз) 

~ = ;(t, С1 , С2 , С3) } , 

х = х (t, С1 , С2 , С3 , Ct С5 , С6 ) . 
у= у (t, С1 , С2 , С3 , С4 , С5 , С6) 

z = z(t, С1 , С2 , С3 , С4, С5 , С6) , 

(II. 14) 

где t- время, С 1 , ... , С6 - произвольвые постоянные интегри­
рования, определяемые по н.ачальн.ьtJ1t условиям движен.ия, т. е. 
по значениям х0 , у0 , io, Хо, Уо, Zo, заданным в некоторый началь­
ный l\Юмент to. 

Интегрирование уравнений (II.4) ведется методом разделе­
ния переменных, для чего уравнения предварительно преобра­
зуются. В результате получим: три интеграла площадей, инте­
граоl энергии, интеграл орбиты и динамический интегра.'!. Пере­
чис.~енные интегралы затем преобразуем к форме (II.l4). 

Интегралы площадей 

Умножим первое из уравнений (II.4) на -у, второе на +х 
л сложим; затем умножим первое уравнение на +z, третье на 
-х и, наконец, умножим второе уравнение на -z, третье на 
+у и также сложим. Тем самым мы исключили из (II.4) вто­
рые члены в левых частях. Поскольку очевидно, например, что 

ху- ух= _Е_ (ху- ух)= о, 
dt 

то пiеобразованная система немедленно интегрируется. 
Интегрируя, получим так называемые интегралы площадей: 

ху- ух= с3 , xz-xz = с2 , yz-zy = с1 , (II.I5) 

1·де с 1 , с2 , с3 - постоянные интегрирования (постоянные площа­
дей). Умножив первое из уравнений (II.l5) на z, второе-на у 
и третье- на х и сложив, найдем, что 

с1х + с2у + c3z = О. (II.16) 

Это значит, что неваэмущенная орбита ИСЗ лежит в плоскости, 
проходящей через центр масс Земли. 
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Так как неваэмущенная орбита является шюской 
введя в плоскости орбиты произвольную систему 
~. '11 с началом в центре масс Земли, уравнения 
(11.4) можно теперь записать так: 

Тогда, вместо (11.15) получим один интеграл: 

~ч-tls =с. 

Введя полярные координаты r и qJ по формулам 

~ = r cos qJ; 11 = r siп qJ 

кривой, то 
координат 

движения· 

п. 1 7)' 

(II. 1 8} 

и выразив левую часть (11.17) через r и qJ, будем иметь 

r 2qJ = с. (II. 1 9~ 

В (11. 19) слева стоит удвоенная секториальная скорость, т. е. 
удвоенная площадь, описываемая радиусом-вектором r в е,JJ.и­

ницу времени. Таким образом, секториальная скорость есть ве­
личина постоянная. Тем самым строго доказан второй закон 
Кеплера. Поэтому интегралы (11.15) и называются интегралами 
площадей. 

Интеграл энергии 

Умножим первое из уравнений (11.4) на 2i, второе-- на 2[!, 
третье- на 2i и сложим. Получим: 

Это эквивалентно выражению 

Интегрируя, найдем: 

• • • 211 
х2 + у2 + z2 = V2 = _,... + h, 

г 

(II.20} 

(11.21~ 

(II.22) 

где V- орбитальная скорость спутника, h- новая производь­
ная постоянная, называемая постоянной энергии. Интеграл 
(11.22) представляет собой закон сохранения энергии в системе 
двух материальных точек (Земля- ИСЗ). Поэтому его назы­
вают интегралом энергии. 
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Интеграл орбиты 

Этот интеграл определяет геометрию орбиты. Будем искать 
его в виде функции r = r (ер). 

Для квадрата скорости в полярных координатах имеем 

v~ = ;2 + 112 = ;2 + r2~2 = ~2lr2 + ( :~ )2
]. (JI.23) 

Заменяя ср его выражением при помощи (II.19), 
(11.23) относительно dcp и интегрируя, находим 

( с !А) ( 1-1-2 )-~ cos ( ср - ср0) = -; - --;- . & + h 2 , 

разрешая 

(IJ.24) 

где ср0 - еще одна пестояиная интегрирования- «начальная 

фаза». Разрешив последнюю формулу относительно r, получим 
р 

Г=-----

l +е cosv 

где обозначено: 

(П.25) 

(11.26) 

(11.27) 

(11.28) 

г--' ............ 
1 'т' 

~ 
/1~ 
т, 

\ 

Рис. 7. Элементы движения 
ПО ЭЛЛИПСУ 

Выражение (II.25) есть фокальное уравнение конического се­
чения, т. е. орбита может быть эллипсом, параболой и гипербо­
лой. Тем самым строго доказан в самом общем виде первый 
-закон Кеплера .. Тогда Р- фокальный параметр орбиты, е- ее 
эксцентриситет, v- так называемая истинная аномалия (гео­
метрическое значение- на рис. 7). 

Для эллипса (e<l) Р=а(1-е2), 
для гиперболы (e>l} Р=а(е2-1); а-большая полуось орбиты. 
Дадим строгое доказательство третьего закона Кеплера для 
эллиптиtlеских орбит. Если a=nab (Ь- малая полуось)- пло­
щадь эллипса, а Т- период обращения по орбите, то удвоенная 
секториальная скорость равна: 

2 da = 2лаЬ = с. (JJ.29) 
dt т 

Так как c="f~ "fa(1-e2), а b=a"f1-e2, то из (II.29) 
аналитическое выражение третьего закона Кеплера: 

найдем 

(IJ.ЗO) 
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Ве,'lичину 

2л: "~;;-
11= -= _r_r_ 

Т а'!, 
(II.Зl) 

называют средним движением по эллиптической орбите. 

Динамический интегра.'I 

Этот интеграл ищется в виде qJ = qJ (t) или, что то же t• = v (t). 
Предварительно укажем элементы движения по эллипсу. 

На рис. 7 материальная точка М находится в фокусе эллип­
тической орбиты; т- движущаяся точка (стрелка указывает 
направление движения); П- перицентр орбиты, А- апоцентр 
орбиты, а, Ь- большая и малая полуоси, е- эксце1:триситет 
орбиты, r- радиус-вектор точки т, Р- фокальный пара метр, 
угол v- введенная выше истинная аномалия, угол Е- так на­
зьшаемая эксцентрическая ано~алия. Связь между v и Е уста­
навливается так. Из рис. 7 имеем: 

Отсюда 

--· ь 
тт" =т'т"­

а 

т' т" = а siп Е; М т" =.а cos Е- ае. 

r = a(l-ecosE). (II.32) 

Приравняв это выражение интегралу орбиты (11.25), найде:ч 

cosE -е cosv =-----
1- ecos Е 

и одновременно, при помощи (II.ЗЗ), 

У1- е2 sin Е sin v = --'------'-
1- е cr:-s Е 

(II.ЗЗ) 

(II.34) 

Чаще всего используется формула, получаемая из · (II.ЗЗ) и 
(II.34): 

tg ~ = -. f 1 +е tg ~. 
2 V 1-е 2 

Понадобится также выражение для постоянной энергии 

h=-...1!:..., 
а 

получаемое из сравнения формул (II.26) и (II.27). 
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Перейдем к выводу пос.'lеднего интеграла. Заменив в 

(Il.19) на основании (Il.28) IP на iJ и интегрируя, найдем 
v 

•
\' dv. 
) (1 +ecosv)2 

о 

= .,r;:;:- <t--c), 
р •j 2 

(II.37) 

где -с- последняя (шестая) постоянная интегрирования. Так 
как истинные аномалии отсчитываЮтся от направления .на пе­

рицентр, то -r имеет смысл момента прохождения через пери­
центр. Интеграл (II.37) для эллипса (e<I), гиперболы (e>.l) 
и парабо.'lы (е= 1) имеет различные значения и достаточно 
сложный вид. Поэтому в разных с.пучаях его вычисляют по-раз­
ному. В случае эллиптичес_к,их орбит поступают так: возводят 

(II.19) в квадрат, исключают <р при помощи интеграла энергии, 
заменяют с, е и h их значениями (II.26), (11.27) и (II.Зб) и, 
разрешая полученную формулу относительно dt, находят 

1 
dt =-= ( 2~-t -~- J.ta(l-e2) )- 2 dr. 

\ r а гz 
(II.38) 

Интеrрl1руя это выражение (интеграл табличный), ПОJlучают: 

[ 
1 1 

. a-r v t - т = arc cos --;;;---- - е 1- -- --(a-r)2 J a"l• 
ае Jfj:i' . (II.39) 

Из (II.32) с.1едует, что 

a-r =cosE. 
ае 

Тогда (11.39) превращается в так называемое уравн.еt-tие Кеп­
лера: 

Е =М+ esinE, (11.40) 
где 

v-
м· = ~ (t- т)== n (t- -с) (II.41) 

а 1. 

- средн.яя ан.о.малия. Уравнение Кеплера решается методом 
последовательНЬlf( приближений. Если задан момент t, а также 
т и .а, то найдя/ М, в нулевом приближении можно положить 
Ео=М и найти эксцентрическую аномалию в первом приближе­
нии так: 

Е1 =М+ esinM; 

во вто1юм приближении: 

Е2 =М+ esinE1, 

* Не путать с обозначением ~1ассы М. 
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вообще: 

Ek+l =М+ esinE 11 , 

где k- номер приближения. 
Процесс приближений абсолютно сходится при всех значе­

ниях е< 1. После нахождения эксцентрической аномалии Е 
истинная аномалия v найдется по одной из формул (II.33), 

1 /lmcm6иmfль 
а 

Н нан ись 

(11.34) или (11.35). Тем самым 
устанавJiивается искомая 

связь между v и !. 
Укажем аналогичные фор­

мулы для гипербо,;шческой и 
параболической орбит, хотя в 
КОСМИЧеСКОЙ геодеЗИИ С НИМИ 
приходится иметь дело гораз­

до реже, чем с эллиптически­

ми орбитами. 

Рис. 8. Элементы движения по ги­
перболе 

Гнперболнчесi<ая 
орбит а (рис. 8). Все обо­
значения на рис. 8 аналогич­
ны обозначениям на рис. 7. 
Угол F для гиперболы играет 
роль эксцентрической анома-
,rши: так что 

tgY... = .. f е+! tg~. 
2 V е-! 2 

Уравнение, аналогичное уравнению Кеплера, имеет вид 
r-

etgF- In tg ( F2 + 45") = ' !.1 (t -т), 
1 а 1"1• 

(11.43) 

(11.43,а) 

причем большая полуось здесь берется по абсолютной величине, 
так как у гиперболы а<О. 

Пар а б оличес к а я орбит а. Подожив в (11.37) е= 1 и 
ннтегрируя, получим 

t v 1 и g2- зtgЗ 2 = n(t-т), 

v- р 
n - J.1 q-­

-- q''•.,/2, - 2 • 

где q- так называемое расстояние перицентра. 

(11.44) 

(11.45) 

Уравнение (11.44) имеет всего один вещественный корень, 
ибо в .r1евой части всего одна перемена знаков (теорема Де­
карта). 

В заключение этого параграфа следует сделать ряд важных 
замечаний. Так как у э.rт:иптических орбит а>О, у гиперболи-
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ческих- а<О, а у параболических- а__. оо, то из формулы 
(11.36) вытекает, что постоянная энергии в эллиптическом дви­
жении отрицательна (hэл<О), в гиперболическом- положитель­
на (hrип>О) и в параболическом равна нулю (hпар=О). Тогда 
из интеграла энергии следует, что орбита.1ьная скорость V для 
эллиптических орбит может изменяться в пределах 

v ~ -< VЭ.l < v 2: ; (11.46) 

.J.ЛЯ гиперболических орбит орбитальная скорость удовлетво­
ряет неравенству 

r--
i 2/L 

Vrнп > V -r-. (IJ.47) 

Левый предел в (11.46) -так называемая «первая космиче­
ская скорость»- скорость движения ИСЗ по кру'говой орбите 
при заданном r (у поверхности Земли- <:::: 7,8 км/сек), справа 
(в обеих формулах) -так называемая «вторая космическая 
скорость», равная у поверхности Земли<:::: 11,2 км/сек- скорость 
движения по паJ:.аболе, необходимая для того, чтобы космиче­
ский аппарат покинул сферу притяжения Земли и стал спутни­
ком Солнца. 

§ 4. Элементы орбиты и их связь с постоянными 
интегрирования 

В результате интегрирования уравнений невозмущенного 
движения получим шесть постоянных интегрирования: постоян­
ные ПЛОЩадеЙ С1, С2, Сз, ПОСТОЯННуЮ энерГИИ h, начальную фазу 
fPo и момент прохождения через перицентр т. Обычно вместо 
перечисленных постоянных интегрирования используют одно­

значно связанные с ними величины- так называемые элементы 

орбиты. Элементы орб11ты определяют форму и размеры орби­
ты, ее ориентацию в пространстве и эпоху, к которой орбита 
отнесена. Форму орбиты определяет эксцентриситет е- фор­
мула (11.27), размеры-большая полуось а-формула (11.36). 
Эпоху определяет момент прохождения через перицентр т. На­
чальная фаза определяется введением истинной аномалии 
(11.28). Элементы, определяющие ориентацию орбиты в про~ 
странстве, связаны с постоянными площадей. Этими элемента­
ми являются (рис. 9}: 1) долгота восходящего узла Q; 
2) наклон орбиты i к опорной плоскости; 3) долгота перицентра 
от узла ro (или аргумент перицентр а). За опорную плоскость 
в случае ИСЗ принимается средняя плоскость земного экватора, 
в с.'lучае гелиоцентрического движения- плоскость эклиптики. 

Точка пересечения орбиты с опорной плоскостью, когда матери-
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альная точка т переходит из южной полусферы в северную, 
называется восходящим узлом орбиты и обозначается тем ж~ 
значком Q, противоположная ей точка называется нисходящи:\t 
узлом орбиты. Линия пересечения плоскости орбиты с опорной 
плоскостью называется линией узлов орбиты. За начальное на­
правление принимается направление из точки М в точку весны 
У (см. рис. 9). Рис. 9 представляет собой · геоцентрическую 

Рас. 9. Связь между элемента­
ми орбиты и постоянными пло· 

щадеl! 

и из рис. 9 находим: 

сферу радиуса с, на которую 
спроектирована орбита ~IСЗ и 
указаны перечисленные элемен­

ты. С механнческой точки зрения 
второй .закон Кеплера представ­
ляет собой закон сохранения мо­
мента импульса в системе Зем­
ля-спутник. Поскольку вектор 

момента импульса спутника с 

определяется как вектор·ное про-
-. ..... ....... ~ 

изведение c=mVxxr, то вектор с 
перпендикулярен к плоскости 

орбиты. С другой стороны, инте­
гралы площадей (II.15) - не 
что иное как модули проекций 
вектора мо:v1ента импульса на 

координатные оси. Тогда 

V 2 2 . 2 
С = Ct + С2 -t- Сз (II.48) 

с1 = с sin i sin Q ) 

С2 = - с s_in i cos Q . 

с3 ='с cos L 

(II.49) 

При изучении эллиптического движения вместо 't чаще ис­
пользуется либо значение одной из аномалий в начат,ный 
момент fo: Мо, Ео, Vo, либо, еще чаще, так называемая средняя 
долгота в эпоху: 

Вместо (J) применяют 

·-долготу перицентра; 

вместо М 

l ==~л+ м 

-среднюю долготу в орбите. 
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§ 5. Выражения для координат и компонент скорости И СЗ 
через элементы орбиты 

Если при помощи интегра,'1а орбиты (11.25) вычислить ра­
диус-вектор спутника в заданный момент времени t, которому 
соответствует значение истинной аномалии v, найденной при 
помощи динамического интеграла, то прямоугольные коорди­

наты ИСЗ в геоцентрической системе определятся формулами 

x=r-a; y=r-~; z=r-y, (II.SЗ) 

где а, ~. у- направляющие косинусы радиуса-вектора r от­
носительно осей, соответственно х, у, z. 

z 
4 

Лол юс 

Jкdamop 

Рис. 10. Связь направляющих косинусов радиуса-вектора_ орбиты с эле­
ментами орбиты 

В дальнейшем будем использовать величину 

и= v + (!), (II.54) 

называемую аргументом широты. Выражения для направляю­
щих косинусов а, ~. у найдем из решения сферических тре­
угольников на геоцентрической сфере: «проекция ИСЗ- восхо­
дящий узел орбиты- точка выхода заданной координатной 
оси» (рис. 10). Решtя .указанные треугольники по теореме ко­
С!Iнусов, вместо (II.5;:s) найдем 

х = r(cosиcosQ-siпиsinQcos i)] 
у= r (~оsи ~in_Q + sin и cos Q cos i) -
Z = r SIПU SIП;t 

(II.55) 

В теории возмущений исподьзуются также направляющие 
носинусы а', ~', у' прямой, перпендикулярной к r и .ТJежащей в 
п.1оскости орбиты, и, кроме того, направляющие косинусы а", 
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Р'', у'' прямой, перпендикулярной к плоскости орбиты, опреде­
ляемые формулами 

1 д(J. 
а==-· 

ди ' 

11 д(J. 
а--· -- дi ' 

А'=~· 
t' ди ' 

А"=~· 
t' дi ' 

1 ду 1 v=-
ди 

"- ду '\' -дi 
(II.56) 

Дифференцируя (11.55) по t и заменяя iJ и r их значениями:­
v из интеграла площадей, а r- из дифференцирования интег­
рала орбиты с заменой в нем iJ его значением- получин: 

~ = V ~ [esinv(cosиcosQ-sinиsin~~cosi)+ 
+ (1 +е cos v)(- sinи cos Q- cos и sin Q cos i)] 

у =v/ ~ [esinv(cosиsinQ-t-sinиcosQcosi)+ 
+ (1 + ecos v)(- sin и sin Q + соsи cos Q cos i)J 

1 

f . 

; = ./ f.t [esinvsinи sini + (1 + ecosv)cosиsini) J! р J 

(II.57) 

Если заданы лишь элементы орбиты и начальный момент вре­
мени t0 , то найдя из решения уравнения Кеплера начальное 
значение Е0, а затем по (II.35) v0 и, кроме того, вычислив по 
интегралу орбиты начальное значение радиуса-вектора г0 по 
формулам (II.55) и (II.57) могут быть вычислены начальные 
условия движения: ха, уа, z0, i 0, [Jo, io. Формулы (II.55) и (11.57) 
представ~1яют собой наиболее удобный вид интегралов уравне­
ний невозмущенного движения в форме (11.14), куда следует 
только добавить уравнение Кеплера (11.35) и интеграл орбиты. 

§ 6. Принципы разложения координат невозмущенного 
эллиптического движения в ряды 

Рассмотрим принципы разложений величин Е, v, г и их 
функций в тригонометрические ряды относительно средней ано­
малии М. Основное применение эти ряды находят в теории 
возмущений, а также nри вычислении координат небесных тел 
взамен решения уравнения Кеплера. 

Если нужна небольшая точность, то можно использовать 
разложения по степеням эксцентриситета. Например, эксцентри­
ческую аномалию с точностью до квадрата эксцентриситета 

можно разложить так: 

( dE ) 1 2 ( d2 Е ) Е = Ее=о + е - + - 1 е - 2- + . . · 
dP е=О 2. de е~а 

(11.58) 
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Из уравнения Кеплера находим 

( dE ) ( sin Е ) · М - = =SIП 
de е=О 1 - е cos Е е=О 

(11.59) 
( d2E ) { dE 1 • ( dE )2 -.- = 2cosE--elsшE· - -cosE Х 

ае2 е=о de de 

Х -. =sin2M d2E ]} 
de· e=D 

н т. д., откуда 

Е= М+ esinM + -1 e2 sin2M + . 2 

Аналогично можно получить 

а 
- = 1 + ecosM + e2 cos2M + , 
!....._ = 1 - __!_ е2 + е cos М + -1 е2 cos 2М + 
а 2 2 

v = М + 2е sin М + ~ е2 sin 2М + . . . 
4 

(II.бO) 

1 
. }. (11.61) 

1 
J 

Разложение истинной аномалии v имеет важное значение н 
носит название уравнения центра. Современная точность наблю­
дений такова, что в теории необходимо сохранить члены раз­
ложений порядка е7 ...;-е9 и даже выше. В дальнейшем потре­
буется еще более высокая точность. Поэтому в рассматривае­
мых раз.rюжениях нужно располагать общими членами, которые 
получить указанным только что способом довольно затрудни­
тельно. Поэтому целесообразно представлять искомые разло­
жения в виде тригонометрических рядов. 

Каждую из разлагаемых величин будем рассматривать как 
функцию экспентрической аномалии, а в силу (11.60) -и как 
функцию средней аномалии.;. 

Ф [Е (М)] = Ф (М). (11.62) 

Не приюл1ая пока во внимание вопросов сходимости, формаль­
IIО можно написать: 

1 00 

Ф(М) = 2А0 + ~ (Ak coskM + BksinkM), 
k=l 

(П.бЗ) 
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где 

2 ~ l Ak =- \ Ф(M)coskMdM 
;t о 

2 :n 
~· (П.64) 

Bk=-;,\Ф(M)sinkMdM, k=0,1,2,. 
о 

. j 
Причем, ес.1и функция Ф четная, то все Bh =О, если - нечет­
ная, то все A,t =О; k =О, 1, 2, .... Оказывается, что коэффициен­
ты Аг., Bk искомых разложений весьма nросто выражаются 
через бесселевы функции первого рода от эксцентри~нтета 
орбиты [17]. 

при lxl < оо. 
Рекуррентные формулы: 

nJ n (х) = _::... (Jп-1 (х) + Jn 11 (х)]; 
2 

d!n (х) = J~ (х) = - 1 Un-1 (х)- Jni-1 (х)]. 
dx 2 

§ 7. Основные тригонометрические разложения* 

Разложение cos т Е, т= 1, 2, 3, ... : 
о 00 

. .] 
(Il.65) 

(11.66) 

(II.67) 

cos тЕ = Е + т Е+ (J k-m (ke)- J k+m (ke)) cos kM. (II.68) 
1 k=l 
-е 
2 

Разложение sin т Е: 
00 

sin тЕ =т ~ + (J k+m (ke) + J k-m (ke)) sin kM. 
k=l 

00 

sinE = ~ ~ __!_. Jk(k )sinkM. 
е~ k 

k=l 

(II.69) 

(11.70) 

* Основные раз.1ожения nриводятся без выводов. Подробные выкладки 
содержатся в учебниках [21] и [55]. 
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Разложение эксцентрической аномалии Е: 

"" 
Е= М+ 2 Е +Jk(ke)sinkM. (П.71) 

k=1 

Разложение радиуса-вектора г: 
со 

_!_ ,=- 1 + __!_ е2 - е ~ _!.__ (J"_1 (ke)- Jk+1 (ke)) cos kM. (П.72) 
а 2 ~ k 

11=1 

Раз~zожение обратной величины радиуса-вектора ,. 
се 

!!...._ = 1 + 2 ~. J" (ke) cos kM. 
г -11=1 

(II. 73) 

Разложение cos v: 

, 2 (1 - е2) "' 
cosv =-е т е ] .!" (ke)cos kM. (II.74) 

11=1 

Разложение sin v: 
со 

sinv=-./ 1-е2 2j (Jk-1(ke)-Jk·\·1(ke))sinkM. (II. 75) 
11=1 

Все разложения имеют следующие преимущества по ·срав­
нению с разлож~ниями типа (11.60), (II.бl): 

а) у данных разложений известны общие члены, коэффи­
циенты которых выражаются через бесселевы функции 1-го 
рода; 

б) вычисления коэффициентов на Э BYt производится,: по 
~есъма простой схеме: сначала при помощн,рядов вида (II.65) 
ищутся значения бесселевых функций k и k+ 1 порядков для 
заданных значений индекса k; затем по рекуррентной формуле 
(II.66) находятся бесселевы функции более высоких порядков 
относительно индекса т и, наконец, вычисляются сам11 .коэф­
фициенты разложений. ОчеБ-идно, что вычисления эдесь могут 
быть nроизведены со сколь угодно высокой точностью, которая 
ограничивается лишь техническими возможностями ЭВМ. 

Наиболее общие разложения, имеющие фундаментальное 
значение в теории возмущений: 

со 

(_!_)n cosmv =] C?,,m(e)coskM; 
а k=O (II. 76) 

00 

( ~)'п sinmv = ~ S~·m(e)siпkM. 
а k=1 
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Обычно вместо двух разных разложений (11.76) рассматривают 
одно, более общее: 

(:у ехр }/_ 1 mv "= '! X~'m(e)exp V -1 kM. (IJ.77) 
k=-oo 

Индексы n и т в (11.76) и (II.77) могут принш1ать любые 
целые положительные п отрицате.ТJьные значения. Коэффици­

енты X'k'm (е) (а также S'k'm (е), C'k'm (е)) носят названы' ко­
эффициентов Ганзена. 

Формула для вычисления коэффициентов Ганзена: 
...1-ro 

~ s·(-~)s-m.(~=:) .F(s-m; -m--n; 
S=-oo 

(11. 78) 

F(s-n; -т-п; s-m+ 1; ~2) = 1 + (s-n) (-т-п) ~2 + 
1-(s-m+l) 

+ (s-n) (s-n+ \) (-.m-n) (-т-п+ 1) R4 
1-' + ... 

1 • 2 • (s- т-~ 1) (s-т+ 2) 

- гипергеометрv.ческая фу!-!кция. 

(II. 79) 

Существуют другие формулы для коэффициентов Ганзена 
[11, 121. 

Выражения с небольшим числом членов даны в [55]; там 
же дана ссылка на работу Ярнагина, содержащую разложения 
коэффициентов Ггнзена с точностью до е20• Все перечисленные 
разложения абсолютно сходятся для значений эксцентриситета 
в ннтервале 

О< е< е1, 

где е,=0,6627 ... (предел Лапласа). 

§ 8. Вычисление невозмущенной эфемериды И СЗ 

Под эфемеридой в астрономии понимается таблица значений 
видимых .координат небесного тела на заданные моменты вре­
мени. Исходные данные для вычисления эфемериды ИСЗ: 

1) элементы орбиты Q, i, ro, а, е, т; 
2) J<оординаты ~. rJ, ~ некоторого пункта на земной поверх­

ности в геоцентрической инерциальной системе; 
3) момент времени t = UTJ в системе всемирного времени. 

Требуется: для данного пункта на заданный момент времени 
вычислить топацентрическое прямое восхождение а.', топацен­
трическое склонение б' и топацентрический радиус-вектор г' 
исз. 
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На практике необходимо, чтобы в вычисленных координатах 
ИС3 быJIИ учтены возмущения. 

Поэтому: 1) для системы элементов орбиты обычно указы­
вается эпоха t0 ==. UТI<0>, к которой они отнесены; 2) по форму­
.там теории возмущений вычисляются величины возмущений в 
каждом элементе орбиты за интервал времени t--10 ; 3) обра­
зуется систе:'vlа возмущенных элементов путем прибавления к 
заданным элементам величин их возмущений. Теория возмуще­
ний заранее построена так, что вычисления реальной, т. е. 
возмущенной эфсАtериды ИСЗ производится по тем же фор­
мулам, что и вычисление невозмущенной. Одновременно с вы­
числением эфемериды рассчитывают у~ловия видимости ИС3 
д.тя данного пункта (гл. III). 

Порядок вычисления эфемериды: 
1) находим среднюю аномалию М на заданный момент по· 

формуле (II.41) (о вычислении возмущенной средней анома­
лии см. § 12, формула (II.I27); 2) находим истинную анома­
.шю v либо по уравнению центра (11.96), либо по формуле· 
(II.35), для чего предварительно нужно решить уравнение 
Кеплера (II.40) - (II.42) и найти эксцентрическую аномалию 
Е. Первый путь предпочтительнее при малых эксцентриситетах, 
второй -при больших, особенно, ес.'Jн эксцентриситет больше 
г.редела Лапласа. Одновременно с v находим аргумент широты 
и по формуле (1!.54); 3) вычисляем геоцентри·н~сiшй радиус­
Ректор ИСЗ по формулам (II.25) и (II.32); 4) находим геоцен­
трические прямоугольные координаты ИСЗ х, у, z по формулам 
(II.55). Компоненты скорости х, у, z, ес.ти их вычисление вхо­
дит в условие задачи, находятся по формулам (II.57); 5) на­
ходим прямоугольные топацентрические координаты спутника 

х' = х- ~; у' = у- 1'), z' = z -~; (П.80) 

G) и, наконец, находим топацентрические экваториальные ко­
ординаты и топацентрический радиус-вектор ИСЗ: 

;- 2 2 2 ) г' = R х' + у' + z' 

tg а' = У: ; tg 6' = z' . 
х Vx'2 -t- y'z 

§ 9. Определение элементов предварительной орбиты 
из наблюдений 

(П.81} 

Любая из измеренных координат q_; спутника есть функция 
шести искомых элементов орбиты н времени t '~: 

qi = qi (ti, Q, i, (J), а, е, т); j = 1, 2, 3, 4, 5, 6 . . (II.82} 

• В § 9 и 10 рассмотрена принципальная сторона решения задачи на 
основе метода Гаусса. Разнообразные практнческие приемы определения 
орбит содержатся в [55] и [60]. 
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Тогда для определения элементов орбиты нужно найти из на­
блюдений по крайней мере шесть различных значений кооR­
шшат Q}, где j = 1, 2, 3, 4, 5, 6, чтобы вытекающие из форму~1 
неьоз\Iущенного движения уравнения (11.82) могли быть в 
прющипе решены. 

При наблюдениях ИСЗ могут измеряться (см. гл. IV): 
а) топацентрические направления на спутник (т. е. а', б'); 
б) топоцентрг.ческие расстояния до спутника (т. е. r'); 
в) направления и расстояния до ИСЗ; 
г) скорости или ускорения ИСЗ в заданном направлении. 
Обычно для оnределения орбиты с одного или нескольких 

пунктов производят возможно большее число наблюдений спут­
ника. Определение орбиты разбивают на два этапа: 

1) из ~сех наблюдений выбирают минимально необходимое 
чисJIО измерений (согласно (II.82) и определяют так называе­
мую предварительную орбиту; 2) используя все измерения, 
уточнr.ют элементы предварительной орбиты --это операция 
уточнения орбиты, дающая элементы окончательной орбиты 
(см. § 10). 

Рассмогрим принципиальное решение задач11. основанное на 
способе Гаусса. 

Пусть в моменты времени t1, t, t2 (в системе UТI), выбран­
ные из всех совокупности наблюдений (причем t1 <t<t2), с 
пункта на земной поверхности с геоцентрическими координата­
ми в инерциальной системе SI, 111, ~~; s, 11· ~; s2, 112. ~2; (~t = 
= ~ = ~2) определены из наблюдений топацентрические коордн­
наты ИСЗ а1', 61'; а', б'; а2'; 62'. Будем считать, что эти ко­
ординаты отнесены к стандартной эпохе 1950,0 инерциальной 
системы и исправлены за спутниковые рефракцию и аберра­
цию (гл. III). Можно также полагать, что каждое наблюдение 
выпо.1нено с отдельного пункта, так что в каждый из моментов 
времени даны координаты разных пунктов. 

Первой операцией является выч~сление топацентрических 
расстояний r1', r', r2' ИСЗ в моменты t1. t, t2. На основании 
(II.16) три момента времени дают линейную однородную а,т­

гебраическую систему 

( 
Х1 Yt Zt ) ( ct \ _. / О ·). 
х у z с2 } -·· ~ О . (11.83) 

Х2 У2 Z2 Сз, О 
Необходимым условием существования решения этой системы 
является равенство нулю ее определителя. Разлагзя определи­
тель системы последовательно по элементам первого, второго 

и третьего столбцов и приравнивая полученные выражения 

нулю, а также замечая, что выражение, например, вида 

(yz2-Y2Z) равно 
(11.84) 
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где [гr2j - площадь треугольника, составленного из геоцентри­
ческих радиусов-векторов ИСЗ r и r2 и стягивающей их хорды, 
cos jyz- направ.1яющий косинус плоскости этого треугольника 
относительно плоскости yz, мы можем записать 

frr2l , frtr] _ 
х1 --,х.-- -х, 

[r1r2 ] - [r1r2 ] 

[rr.,] 1 [r1r] 
!!!_[ ___ ] т У2 -[--] =у, 

r1r2 r 1r 2 

(II.85} 

[rr2] 1 [r1r[ __ z1 .-- т z2--- z. 
[rtr2] [rtrz] 

Площади треуго~lЬНИКОВ, входящие в (1 r .85), указаны н г 
рис. 11. З.аранее эти площади неизвестны. Обычно интерва:r 
времени выбирают так, чтобы 
площади треугольников доста­

точно мало •ОТЛИ'i<,лись от пло­

щадей соответствуют.их эллип­
тических секторов (см. рис. 11). 
Тогда на основании второго за­
кона Кеплера и вводя обозначе­
ния, :>.1ожпо написать 

[гr2 f = А::::::::: t2- t ,= А1 ) 
[r1r~] t2 - t1 . (П.Sб) 

м_ - в~ t- t1 - в 
- ~ - 1 

[r1r2 ] t 2 - t1 

Обозначив для каждого из мо-
ментов 

), =-= cos б' cos а'; f_t == cos б' sin а'; 
v = sin б' (II.87) 

Рис. 1 1. Взаимное расположение 
треугольников, составленных ра­

диусами-векторами орбиты и 
стягивающими их хордюш 

и используя связь между геоцентрическими и топацентрически­

ми координатами 

х = r'Л + 5; у= r'J.t + 1']; z == r'v + ~. (II.88) 

а также подставив (II.88) и (II.86) в (II.8.5), по,1учим три 
уравнения с тремя неизвестными: 

),lAlr;,- 'Ar~ + 'A2Btr~ = A1s1- s + B1s2 J 
f.t1A1г 1 - f.t' + (.t2B1r 2 - А11'] 1 -'У]+ В11']2 . 

v1A1r;- vr' + v2B1r~ =с~ (А 1 + В1 - 1) 

(II.89) 

Исключая из (II.89) ненужную в дальнейшем величпну г', на­
ходят в первом приближении r1' и r/ для моментов t1 и t2. 

Затем по формулам (II.88) можно вычислить в первом. при-
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ближении геоцентрические координаты Х1, YI и х2, У2 ИСЗ и 
приближенные геоцентрические эквзториальные координаты 

(II.90) 

Затем из решения прямоугольного сферического треугольника 
<'узел орбиты- ИСЗ- проекция ИСЗ на экватор» (рис. 12) 

находим в первом прибли­
жении долготу восходящего 

узла Q, наклон орбиты i и 
аргументы широты и1 и и2. 

Так как 

и 

tg i = tg б1 cosec ( а1 - Q) = 
= tgб2 cosec(a2 -Q) (II.91) 

a 2 -Q = (а2 -а1) + (a1 -Q), 
Рис. 12. Связь геоuентрического склоне· 

ния с э.1емснтами орбиты то 

tg (а1 _ Q) = tg <'>1 sin (а2 - а1) 
tg б2 - tg <'>1 cos (а2 - а1) ' 

tg i = tg с51 csc (а1 _ Q) = tg <'>2 - tg <'>1 cos (а2-а1 ) 
cos (а1 - Q) sin (а2 - а1) ' 

·кроме того: 

соsщ .2 = соsб1 ,2 cos (а1,2- Q). 

(II.92) 

(II.93) 

Затем вычисляем в первом приближении фокальный параметр 
е:рбиты Р. Гауссом введено понятие отношения 11 площади эл­
липтического сектора к площади соответствующего треуголь­

ника. В данном случае 

ч= 
Y"i!P (t2 - tl) 

r 1r 2 sin (u2 - и1) 
(II.94) 

Если разность t2-t1 достаточно мала, то можно приближенно 
положить 11 ~ 1 и найти приближенное значение Р. Целесооб­
разнее же независимо вычислить 11 из решения специальной 
сист~мы уравнений Гаусса: 
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х ,= тч-2 - L, 

(11.95) 



-1} 
(11.96) 

Система (11.95) решается методом приближений. Практиче­
ские приемы решения подробно описаны в rss, 60]. в первом 
приближении достаточно использовать приближенную форму­
лу rss·J 

f\ = 1 ++т [ 1 -1,1 (: т) -1,2lJ. (11.97) 

Найдя f\, при помощи (0.94) определяем фокальный параметр 

(11.98) 

Затем выполняется второе приближение: только что описанным 
-способом находятся два остальных отношения площадей эл­
,:шптичесi.;их секторов к площадям треугольников. Зная эти 
отношения, вместо А1 и 81 (11.86), находим уточненные значе­
ния отношений площадей треугольников А и В, которые под­
ставляем в систему (11.89), и все вычисления, начиная с реше­
ния системы (11.89) и кончая формулой (II.98), проводим за­
ново. Аналогично могут быть выполнены третье и последующие 
приближения. В среднем бывает достаточно двух, реже- трех 
приближений. 

Далее при помощи интеграла орбиты находим истинные 
аномалии 

P-r1 P-r. 
--~ cos {и2 - и1) - • 

tg vl = ---''t,__ _______ __,,2,___ 
P-r1 __ __,__ sin (и2 - ид ,1 

эксцентриситет орбиты 

!!:! долготу перицентра от узла 

ы = и1 -v1 =и~ -v~. 

(11.99) 

(11.1 00) 

(Il.lOI) 

(II.102) 

53 



Находи:-.1 бо.пьшую полуось и среднее движение 
3 

а = Р ( 1 - е2)- 1 , n = у-~ а 2 • 

Зате:-.1- эксцентрические аномалин 

Е1,2 = 2arctg [ V ~ ~: tg v1~ 2 ] 

(11.103} 

(II.104} 

и, при помощи уравнения Кеп.1ера, момент прохождення через 
перицентр 

т = f1 - - 1 (Е1 - е siп Е1) = i 2 - - 1 (Е2 --е sin Е2), (II.105). 
n n 

Найденные элементы орбиты относим к мо:v1енту 
1 •. 

t0 =~ - (t1 -r i 2) 
2 

(II.106). 

и вычисляем начальное значениЕ; средней аномалии М0, соот­
ветствующее этому моменту: 

М0 = n (i0 - т). (II.l 07} 

Если топацентрические расстояния измеряются непосредствен­
но, так что в два момента известны пространственнь1е по.1оже­

ния ИСЗ (см. r"1. V), то все вычисления начинаются с формулы 
(II.90), что значительно упрощает обработку. 

§ 1 О. Уточнение орбиты 

Д.1я удобства любой из элементов орбиты будем обозначать 
буквой «Э». 

Пvсть дан набор n определений топацентрических положе­
ний ЙСЗ: 

t1, t2, ., in 

а;, а~, .,а~ (II.108} 

б;, б;. ., б' n 

и даны элементы предварительной орбиты Эj, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
отнесенные к моменту to: lt <ta<tn. Пусть такж~ на основе 
элементов предварительной орбиты по формулам вычис.1сния 
эфемериды (§ 8) для каждого из моментов t,,, ko·-= 1, 2, ... , n, 
найдены топацентрические координаты ИСЗ а~ ы , б~ . 

в ч выч 

Если бы элементы предварительной орбиты были безошибочны, 
а также отсутствовали бы возмущения, то вычИСJlенные коор­
динаты ИСЗ совпа.'Iи бы с наблюденными. Предположим, что 
по формулам теории возмущенного движения для всех интер­

валов времени i1,-t0, k= 1, 2, ... , n, вычис.пили величины воз-
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мущений в каждой координате баk и Mk и освободили наблю­
денные значения координат ИСЗ от влияния возмущений: 

rxk. = rxk- 6rxk 
, , k = 1, 2, . . . , n. (II.1 09) 

{jk 0 = {jk- Mk 

Тогда разница !\1ежду наб.тюденными и вычисленными коорди­
натами ИСЗ будет функцией искомых поправок к элементам 
предварительной орбиты. Представив эту разницу в виде ряда 
и ограничиваясь первыми степенями разложения, полу~им 2 n 
уравнений погрешностей: 

~ ( да~ ) !JЭs, 
~ дЭs О 
s=l 

k=1,2, .. . ,n;(II.110) 

где 11Эs- искомые попDавки к элементам оDбиты. 
Производные, являrощиеся коэффициентами в (If.110), мо­

гут быть вычислены так: 

да' да' дх 1 
да' ...!.1!__ 

---т---

дЭs дх' дЭs д у' дЭs 

1· 
(Il.111) 

до' дб' ...!.!.__+~ ~ д б' дz +--
дЭs дх' дЭs ду' дЭs дz' дЭs 

причем в силу (II.80) 

EJx!- = ду' = ji_ = 1. 
•: 

(Il.ll2) 
дх д у дz 

Формулы для вычисления производных от топацентрических 
;экваториальных координат по топацентрическим прямоуголь­

ным могут быть получены дифференцированием соотноШений 
(11.81), формулы для производных от геоцентрических коорди­
нат по элементам орбиты- дифференцированием выра'жений 
(II.55). При современной точности наблюдений ИСЗ для вы­
числения величин ( I 1.1 09) достаточно учитывать вековые воз­
мущения (см. § 16) от по.тярного сжатия Земли в долготе 
узла, долготе перицентра и начальной эпохе, а также вековые 
возмущения от сопротивления атмосферы (см. § 19) в большой 
по.туоси орбиты и в ее эксцентрисит•.:те. Иногда учитываются 
наибо.ГJее крупные периодические возмущения. Предварительно 
ьозмущения можно не учитывать, не вычисляя (11.109), а учи­
тывать их в процессе решения уравнений (II.IIO). Тогдас~о­
бодными ч.ГJенами в этих уравнениях будут величины а~ -·а., 'оыч 
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и б~- б~ , а фор:-.1улы для коэффициентов (1 I.l 1 1) следует 
выч 

дЭs ~ 
nо:.шожип, на производные - , где ds- возмущенные эле-

дЭоs 
менты орбиты, Эщ- невозмущенные. Формулы для вычисле­
rШЯ этих производных, называемых пзохроннымн, получаются· 

днфференuированием формул для перечисленных выше возму­
щений. Составив уравнения (II. 1 10), решают их по способу 
нанменьших квадратов и находят вероятнейшие поправки !'!·.Эs 
к эле\tентам предварительной орбиты, nолучая тем самым эле-
1\!енты окончатеJ1ьной орбиты: 

Э0 s = Эs + flЭs в момент f0 s = 1, 2, ... , 6. 

Такова лринuипиальная схема уточнения орбиты. На практике 
уточнение орбиты выпо.'Jняется в прvцессе реа.'lизации орби­
тальнuго :'viетода космической геодезии (гл. VI). 

§ J J. Уравнения возмущенного движения И СЗ 

Предположим теперь, что на спутник действует неиоторая 
;lополнительная си.т1а. Тог:1.а можно утверждать, что движение 
ИСЗ будет отличаться от движения по законам Кеплера, а 
nравые части уравнений движения (Il.4) будут отличны от 
нуля. Поэтому вместо (11.4) можно формально записать 

.. х .. у . .. z 
х + 1-t -· = Х; у+ 1-t- =- У, г+ ~-t-3 = Z, (II.113} 

,з гв r 

где Х, У, Z- возмущающие ускорения, со.здаваеыые дополни­
тельной силой. Имея в виду возмущающие факторы, действую­
щие на движение спутника, возмущающие ускорения можно 

riредставить в виде сум:.r 

5 

х ="" х.· L.) ]' 
i=O 

(II.114} 

;-де i =О соответствует возмущающим ускорениям в движении 
ИСЗ, вызываемым возмущающей частью геопотенциала, j= 1, 
2- возмущающим ускорениям, вызывае'\1ЫМ соответственно 
.Луной и Солнuем; j=З, 4- возмущающим ускорениям от со­
противления атмосферы и светового давления, j = 5- возмуща­
ющим ускорениям от действия всех прочих более мелких фак­
торов. 

Ура в н е н и я в о з м у щенного д в и ж е н и я ИСЗ 
в г р а в и т а ц и о н н о м п о л е 3 е м л и. 

За обобщенные координаты, как и раньше, лримем геоцен­
трические инерuиальные координаты ИСЗ q,=x, qz=Y, Qз=z, а 
за обобщенные скорости- величины q1 =i, q2= у, qз=i. Соста-
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u;Iм .1агранжиан L. Кинетическая энергия ИСЗ определит<.:>~ 
формулой {II.12), потенциальная же энергия системы Земля­
спуншк определится внешним гравитационным потенциалом 

Земли, который будем обозначать буквой И*. Положим д.1н 
удобства массу спутника равной единице (т= 1), запишем лаг­
раr;жиан так: 

1 • • • 
L =- (х2 + у2 + z2) +И (х, у, z). (II.115) 

2 

Подставляя L в уравнения Лагранжа II рода (IJ.11), получи:-.1 
уравнсння возмущенного движения 

дU дU дU 
х =-; ц = -; z = -. (11.116) 

дх . ду дz 

Представив гсопотенциа.1 в форме 

(11.117) 

'где Ro -возмущающая часть г~опоте!fциала, вw.есто (II.117) 
получим 

·· х дRо ·· у дRо . ·· z дRо 
x+~-t-=-, y+~t- =-, z+~-t- =-. (П.118) 

r3 дх r3 ду r 3 дz 

Итак, возмущающие ускорения Х0 , Уа, Z0 в (II.II4) равны 
пронзводным, стоящим в правых частях уравнений возмущен­
''~ого движения ИСЗ (II.118) в гравитационном поле Земли. 
Ro, представляемую обычно разложением по сферическим фун­
кциям (см. § 15), в данном случае называют возмущающей 
или пертурбацисююй фующией. 

У р а в н е н и 51 в о з м у щ е н н о г о д в и ж е н и я ИСЗ 
по д д ей с т в и е м Л у н ы и С о л н ц а. 

Здесь мы имеем де,,ю с задачей четырех тел: Земля- спут­
ник- Луна- Солнце. Часто рассматривают отдельно две за­
дачи трех тел: Земля- ИСЗ- Луна, Зе'Vшя- ИСЗ- Солнце. 

Уравнения движения имеют вид: 

х + f(т0 +т)..!..._= fтi (-х"-1 _х ___ x_t ) = _дR_1 
r3 .1. r{ дх 

у + f (т0 + т) rуз = fт1 ( Yt :;-У - ..!il... ) = дR ~ 
L1 rf ду 1 ' 

- -;-~ ) = -~R-, 1 

(П.119) 

,, в астрономии потенциальные функции имеют обозначения, отличные 
'1Т обозначеш1ii в теории ф11rуры Земли. 
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где 

R _.1 ( 1 хх1 + уу1 + zz1 \ __ f ( 1 r ''') (II 120) - m1 -- 1 - m1 - -- cos '~' . 
tl ,з ) tl ,z 

1 \ 1 

-пертурбационная функция задачи трех тел. Здесь без Iшдек­
са --величины, относящиеся к изучаемому телу (материальной 
точЕе 1 ), называемому возмущаеJ1..ым; индексом « 1 » снабжены 

величины, относящиеся к третьему телу, 

называемому воз.чущающuлt. Величины д 
(ВЗаИМНОе раССТОЯНИе) И Гt - указаНЫ На 
рис. 13. Если :п- масса спутника, а m 1 -

масса Луны и.·Iri Солнпа, то полагая т= О, 
mo=M (масса Земли) и приняв, что оси 
х, у, z совшщают с напр<шлением осей 

зе:vшой инерцизльной системы координат, 
можно считать, что уравнения (II.l19) 
есть уравнения воз;-,tущенноrо движения 

ИСЗ под действием либо Луны,- либо 
Солнца. 

При т= О им е~ м дело с так называе-
Рис. IЗ. Взаимное мой ограниченной задаt-tей трех тел. При 
расположение мате· 

риальных точек в за­

даче трех тел 

отсутствии· негравитационных возмущаю­

щих ускорений эти уравнения допускают 
пнтегра.ты площадей и интеграл. энерп!и; 
I<роме того, известен следующий .резуль­

тат: для большинства отрицательных значений постоянной 
энергии /1 и если негравитационные силы отсутстиуют, ИСЗ 
достаточно долго будет находиться на конечном, отличном от 
нуля, расстоянии от Земли. 

Уравнения (11.119) можно получить, проектируя возмущаю­
ЩIIе ускорения на координатные осп. 

§ 12. Дифференциальные уравнения для оскулирующих 
элементов орбиты 

В возмущенном движении, в отличие от невозмущенного,. 
э.пементы орбиты яв.тяются величинами переменными. Одним 
из основных методов определения возмущений в небесной ме­
ханике, на который будем опираться, ЯВJiяется метод определе­
ния возмущений в элементах орбиты. С этой целью Лагранжем 
было вседено понятие оскулирующей орбиты. Предположи:v1, 
что в процессе движения материальной точки по возмущеююй 
орбите в какой-то момент времени t 1 возмущения перестали 
действовать. Очевидно, что после этого момента материа.,тьная 
точка будет двигаться по векоторой кеплеравой неваэмущен­
ной орбите с элементами Э 1 , причем в момент t1 эта орбита 
будет ныеть общую точку с возмущенной орбитой. Понятно,. 

!58 



что таких точек на возмущенной орбите можно выбрать ско.ть 
утодно много н сколь угодно близко друг к другу, всякий раз 
лолагая, что возмущения исчезают. Тем са'l-rыы можно получить 
бесчпсленное множество невозмущенных орбит с разными эле­
~тентами, каждая из которых имеет общую точку с возмущен­

ной орбитой. Т<iКИМ образом, воз:--лущенную орбиту можно 
представить невозмущенной кеплеравой орбитоii с переменны­
~т 11 эле,лентами, во всякий момент имеющей с возмущенной 
орбитой одну общую 
точку. Такая кiплерова 
орбтrта называется оску­
.'IИрующей. Точка сопри­
ко~нопения оскулирую­

щей н возмущенной ор­
бrrт назывоется точкой 
оску.1яции, а соответст­

вующий этой точке мо­
:v;ент времени - эпохой 
оскуляции. Из определе­
юrя оскулирующей орби­
ты следует, что если эпо­

ха двух осi<улирующих 

орбит отличаются '.-13 ма­
.тrую неличину, то на ма­

,lые же величины отли-

/ 
~ 

Вознушенная 
opouma 
~---

7 2-я оскулирующая 
/ opouma с зленента~ 

ни з,·dJ 

1- я оскулирующая opouma 
с эленентани З1 

Рис. 14. Возмущенная и оскулИрующая 
· орбиты 

L:аются эпементы sтих орбит (рис. 14). В люоои заданный мо­
щ·нт времени, еспи известны эпементы секупирующей орбиты, 
положение материальной точки может быть вычисл-.:-но по 
формулам невозмущенного движения. 

З:1пишем уравнения возмущенного двнжсння так: 

·· х дR 
х + 11 - ,,_, --., 

r3 дх ~ Х) 1 

=с У) l 

~zJ 
(II.121) 

' 
ГJ.е правые части могут выражаться либо через производвые 
от псртурбационнt>й функции, если движени~ происходит топь­
ко в гравитационном попе, пибо через возмущающие ускоре­
Н!!Н- в общем случае. Понизим порядок системы (11.121) 

х' со= х, 
·, 1 х 
х т 11-

r3 
( . . ="' Х), (11.122) 
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Так как в каждый текущий момент времени движение по оску­
Юiрующему эллипсу может быть описано формулами неваэму­
щенного движения 

х' = х' (t, Э1, • • • , Э6), (11.123) . . . 

где элементы орби1ы Эt, ... , Эб- также функции времени t, то 
дифференцируя (11.123) по t, будем иметь 

б 
(11.124) 

· дх' ~ дх' dЭ· х'- + , ' . -- ----;)t iJЭ i dt ' 
i=l 

Подставляя (!1.124) в (11.122) и приравнивая нулю выражения 
вида 

дх 1 
--х 
дt ' 

ПОJlучим шесть уравнений 

dЭ6 • 

с шестью неизвестным и 

dt . 

6 

Е дх' дЭj __ iJR -------, 
дЭi дt дх 

i=l 

( ... = Х), 

... ,. 

(II.l25) 

дх дх' 
I3ычнслян коэффициенты -- , ... , дЭ , ... , линейной алгебраи-

дЭi i 
ческой снетемы ( 11.125) путем дифференцирования формул 
неваэмущенного движения (1 1 .55) и ( 11 .57) и решая эту систе-

dЭ i . 1 ') • 6 
м у относительно не известных dt , 1 = , ~, ... , , получа ем ис-
комые дифференциальные уравнения 71.Ля эле;-..tентов оскулирую­
щей орбиты. В случае эллиптического движения удобно ис­
пользовать элем<:нты: Q, i, л, а, е, е (см. § 4). Если речь идет 
') движении лишь в гравитационном поле, то после описанных 
операпий получаЕ:м уравнения Лагранжа: 
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dQ cosec i дR 

dt па2 }/ 1- е2 дi 

i 

di - cosec i дR 
tg-

2 

dt na2 Jf 1- е2 дQ па2 Jf 1- е2 

i 

d:t 
tg-

дR +v1-e2 дR 2 

dt na2v 1-е2 дi епа2 де 

da 2 дR 
~=--

dt па де 

de 1/ 1 -е2 дR е i 1- е2 ---
dt епа2 д~- 1 + V 1-е2 

i 
ta -

de _ 2 дR + "' 2 

dt ~- па да пa2Jf 1-е2 

(~+~) 
д:п . де 

дR 

д в 

дR 

г.1е n- среднее движение, а возмущенная средняя аномалия 

после интегрирования системы (1 1 .126) вычисляется по фор­
му.'1е 

t 

М= Е-л+ S ndt. (11.127} 
t. 

Если движение происходит не только пол действие~ гравита­
uтюнных сил, то в общем случае имеем уравнения Ньютона: 

d~2 г . . W' - = - cosec L sш и. 
dt р 

di г W' -=-COSU·. 
dt р 

dл _ cos v S' + sin v ( 1 + r ) Т' , r · t _!_ . W' dt-- -е- -е- р 1 р SIП U· g 2 

da 22· 22 _ _ еа sш v S' + _а_ . Т' 
Ш Р r 
de d/ = siпv·S' + (cosv + cosE)·T' 

~ 2 г V 1 2 S' + г . t i W' ' е =с - - -е · - SIП U · g- · -+- . Х 
dt Р р 2 ' 1 + у' 1 - е2 

Х [- cos v · S' + siп v (1 + ~ ) Т' J 
1 

(II. 1 28). 
61 



где 

S' = 11/: S' Т'= vr : Т, W' = -v : \~'. (II.I29) 

Р=а (l-e2) -фокальный параметр, S- радиальная составля­
ющая возмущающего ускорения (направ.1ена вдоль радиуса­
веiпора орбиты), Т- трансверсальная составляющая (лежит 
в плоскости оскулирующей орбиты, перпендикулярна к S и на­

w z s 
z 

. t 
1 

r 

!1 
Рис. 15. Взаимное расположение 

возмущающих ускорений 

правлена в сторону орбиталь­
ного движения), W - бинор­
мальная составляющая возму­

щающего ускорения (перпен­
дикулярна к S и Т и направле­
на так, чтобы тройка векторов 
S, Т, W была правой) (рис. 15.) 

Переход от составляющих 
возмущающего ускорения Х, 
У, Z к составляющим S. Т, нт 
осуществляется по формулам 

S = аХ +ВУ+ yZ, 

Т= а'Х + В'У + y'Z, (Il.I30) 

U'i' = а"Х + В"У --1- y"Z, 

где а, ~. у- коэффициенты при r в формулах ( 1 1 . .55), а а', В', 
у'; а", ~", у"- Вj:>Iражаются формулами (If.56). ССЛИ В праВЫХ 
частях уравнений для n и е нужно избавиться от особенности 
при е=О, то вмее1о этих элементов вводят новые элементы по 
формулам 

h = esinn, k = есоsл. (Il.131) 

Если необходю,ю также избавиться от особенности при i = оо в 
уравнениях для Q и i, то вместо Q и t вводят элементы Р' и 
q,. по фор1V1улам 

Р' = tg i sin Q; q' = tg i cos Q. (II.I32) 

Нужно заметить, что неудобства при е- .. о и i--+0 чаще всего 
Еесущественны f551. 

В уравнениях Jiarpaнжa иногда нместо а, е 11 е пользуются 
э.1ементами n, P=a(I-e2 ), Л10 =е--л; 
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dP 

dt 

dn 3 дR 

dt = -7 дs' 
2 у'г=ё2 

па 
(~+~)', 

дп дs 
(II. 1 33) 

дR 2 дR 

-де-па'да· 



Ес.1и вместо n используем ш, то 

d(J) v 1- е 2 
-=~----
dt ena2 

дR 

де 

ctg i дR 
дi. (ш=n-~~). (II.1.З4) 

Если применяются уравнения Ньютона, но изучается дви­
жение лишь в гравитационном по.Тiе, то составJ1яющие ВОЗ:\1у­

щающего ускорения могут быть найдены по формулам 

S = дR Т= -1 дR W- 1 дR (II.l35} 
д г ' г д(J) ' - г sin и дi ' 

получаемым приравниванием правых частей уравнений Лагран­
жа правым частям соответствующих уравнений Ньютон.а. 

Различные формы уравнений Лагранжа и Ньютона со.:rер­
жатся в [21, 55]. В коне.,.ном виде все перечисленные уравне­
ния не интегрируются. 

§ 13. ,Методы приближенного аналитического интегрирования. 
уравнений для оскулирующих элементов орбиты 

Уравнения Лагранжа (или уравнения Ньютона) представ­
.1яют собой нелинейную систему обыкновенных дифференци­
а.1ьных уравнений. Как известно из· теории дифференциальных 
уравнений, решение заданной системы существует в пекоторой 
окрестности начальных условий, если правые части уравнений 
в этой окрестности ограничены по модулю сверху. 

Основными аналитическими методами цриближенного I!Н­
тегрирования уравнений возмущенного движения являются ме­
тод последовательных приближений -метод Пикара и ~!стад 
малого параметра Пуанкаре. Перед интегрированием правые 
части уравнений Лагранжа или Ньютона должны быть явно 
выражены через элементы орбиты и не::~ависимую переменную. 
Правые части каждого уравнения в ·этом случае обычно про­
порцианальны не которому малому параметру 1 а 1 < 1. Будем 
считать, что систему (11.126) или (11.128) привели к виду 

Эi = afi (Э1 , • • • , Э6, t), j = 1, 2, . . . , 6 

с начальными условиями to, Э1о • ... , Эбо . 
. 1. 1\-\етод Пикара. 
Первое приближение находится по формуле 

(II.136) 

эJI>=эio+aS tj(Э10 , • •• ,Э60,t)dt, i= 1, ... ,6; (П.137) 
'· 

второе приближение: 

э(2) э st ' (э(l) i = io +а i 1 • ... , э~1 >, t)dt, j = 1, ... 'б; 
fo 
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k -е приб.1ижение: 
t 

ЭjkJ = Эiо +а\ fi (Э~k-t' 
't о 

э(/<-l) t) dt . 1 
• • • ' б ' ' 1 = , . .. '6 . 

В каждом приближении под интегралами стоят известные 
фующii!! времени, так что интегралы, по крайней мере фор­
i'-Iально, могут быть вычислены. В теории дифференциальных 
уравненнй доказывается. что при условиях теоремы существо­
вания решения данный процесс равномерно сходится к точному 
решсНirю з2данной системы уравнений. 

2. }\1 е т о л. м а л о г о пар а м е т р а. 
Решение системы (II.182) ищется в виде рядов: 

Эi = Эi0 +ас5Эi1 + а26Эi2 + ... + akc5Эilг + . , (11.138) 

j = 1, 2, ... '6. 

А. Пуанкаре доказал, что если при перечисленных в начале 
этого параграфа условиях правые части (II.136) являются так­
же аналитическими функциями а, то ряды (II.l38) будут схо­
диться при достаточно малых значениях а. Члены рядов 
(II.l38) называют: абЭj 1 - возмущения первого порядка, 
а26Э.:2 - возмущения второго порядка и т. д. 

Из (II.137) следует, что вычисление возмущений первого 
порядка совпадает с вычислением первого приближеню1 в .'Ме­
тоде Пнкара 

! 

6аЭi1 = а J fi (Э10, • • • , Э60 , t) dt. (II.I39) 
t, 

Представив под интегралами во второй формуле (II.137) 
элементы орбиты в виде Э~1 J=Эjа+абЭjt, разложив подынте­
гралыше функции в ряды по степеням абЭ.i 1 и ограничившись 
членачи порядка а2, получим формулу для вычисления возму­
щений второго порядка 

(II.140) 

.Аналогичным образом можно получить формулы для вычисле­
ния воз~tущений третьего и последующих порядков. 

Ввиду малости возмущающих факторов основную часть воз­
-:v:уще!-ШЙ обычно описывают возмущения первого порядка. При 
:вычислениях высокой точности- соответствующей максималь­
ной точности наблюдений- учитывают и возмущения второго 
порядка. Иногда приходится учитывать и наиболее крупные 
члены возмущений третьего порядка; крайне редко принимают 
во внимание некоторые члены возмущений четвертого порядка. 
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Следует отметить, что на практике метод Пикара обычно сво­
л:ится к методу малого параметра *. Все написанные здесь 
формулы опреде.1яют возмущения оскулирующих элементов: 
они получаются из требования, что R начальный ~лом~нт t0 воз­
::vt:ущения равны нулю. Есю1 определенные интегралы заменить 
здесь неопреде.rтенными и во все форму.1ы для возмущений до­
бавить. произвольные постоянные интегрирования, определяя их 
из требования, чтобы они равнялись нулю в начальный момент, 
то мы получим возмущения средних элементов орбиты. Эта 
терминология в астрономии общепринята; ее ввел еще в 
XIX веке Ганзен. 

§ 14. Основные операции при интегрировании уравнений 
для оскулирующих элементов орбнты. Классификация 
возмущений 

Подготовка уравнений (1!.126) или (II.I28) к интегрирова­
нию заключается в с.1едующем. Пусть дана некоторая пертур­
бационная функция R=R (х, у, z) (для опредеденности будем 
считать, что мы имеем дело с гравитационным возмущающим 

фактором). 
П е р n ы й эта п заключается в выражении функции R 

через элементы орбиты и представлении ее в виде тригономет­
рического ряда относительно средней аномадии и угловых пе­
ременных л ( ю), Q, е (М о). Коэффициенты ряда в этом СJ1учае 
являютсн функциями позиционных переменных а, е, i. Этот 
эт3П на.'3ывается разложением пертурбационной функции. 

В т о р о й э т а п заключается в вычислении производных 
ст R по элементам орбиты, подстановки их в уравнения 
(1 I. !26) и представлении каждого из уравнений в форме ряда 

dЭ 1 =--= - 1 Aio (а, с, i) + ~ {Aik (a,e,i)cos [(k1ю1 + k2ю2) М+ 
dM 2 ~ 

k.k,.k, 

+ fk(Q, л, е)]+ Bik(a,e,i)siп[(k1ю1 + k2ю2)М + fk(Q, л, е)]}, (Il.141) 

где й> 1 и со2- некоторые вещественные числа, j = 1, 2, ... , 6, k, 
k,, k2-целые числа**. 

Полагая в первом приближении все элементы орбиты рав­
ными их начальным значениям и интегрируя (II.I41), находим 
воз:vrущения первоrо порядка: 

бЭil = Э}'>- Эiо = - 2
1 Aio (М-М0) + ~ Х 

~ (klool + kzoo2) 
k,k, ,k, 

* В настоящее вре~1я широкое распространение полуt~или так называе­
~,fЫС методы осреднения. Их из,1ожение можно лайти, например, в первой 
tJасти монографии [18]. 

** В общем случае множитель перед М может иметь вид 
(il:uJI-I-k2Ы2-I- ... +k"oon). 
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Х {Aik sin [(k1ffi1 + k2ffi2) М+ f k (Q, л, е)]­

- Bi k cos [(k1(J)1 + k2ffi2) М + f k (Q, л, е)]}. (11.142) 

Ч~епьr, пропорциональные (М-Мо) и монотонно увеличи­
нающиеся с течением времени, называются вековыми возмуще­

ниями первого порядка. Справедлива теорема Лапласа: при 
движении только под действием грzвитационных сил вековых 
r:озмущений первого порядка в большой полуоси орбиты нет. 
Остальные члены в (11.142) называются периодическими воз­
мущениями перЕого порядка. Если числа ffi 1 и ffiz таковы, что• 
/k1fUI+kzc•>2/ ~1, то соответствующие члены в (11.142) назы­
nаются короткопериодическими возмущениямя. Амплитуды этих 
возмущений обычно малы. Если /k1cu 1+k2u) 2 /<1, то соответ­
ствующие члены называются долгопериодическими возмуще­

ниями. Амплитуды этих возмущений могут быть довольно зна­
чительны. И наконец, если k1ffi1 +k2ffi2-+0, а теория чисел пока­
зьшает, что в бесконечных рядах (11.142) при произвольпых ffiБ 
и t•)2 всегда найдутся такие целые числа k1 и k2, что знамена­
те.'!Ь /~1u>I + k2ffi2 будет существенно мал, то в данном случае 
мы будем иметь дело с резонансными воз:-.1ущениями, имеющи­
ми существенно большие амплитуды и периоды. 

Пусть теперь необходимо найти возмущения во втором при­
ближении (или найти возмущения второго порядка). ДJlЯ это­
го в уравнениях (II. 142) все элементы орбиты, входящие в ко­
эффициенты А, В, f, следует заменить их возмущенными 
значениями, найденными из первого приближения, и интегри­
ровать уравнения заново (либо использовать формулу (11.140). 
После интегрирования, кроме вековых возмущений первого по­
рядка, мы получим вековые возмущения второго порядка -
члены, пропорциональные (М-М0) 2 . Кроме дополнительных 
периодических членов появятся так называемые смешанные 

возмущения первого порядка- члены, пропорциональные 

М cos [(k1u)1 + k~ffi2) М] и М siп [(k1ffi1 + k2(J)2) М]. 

Интегрируя в третье11·r приближении, получим, кроме периоди­
ческих членов, вековые nозмущения третьего порядка, пропор· 

щюнальные (Л1-Мо):1 и смешанные возмущения второго по­
рядка, содержащие NP, и так далее. Отметим, что вековых 
воз~VIущений второго порядка в большой полуоси орбиты при 
лнпжении в гравитационном поле также нет (теорема Пуас­
сона). 

Если нужно иmеrрировать уравнения Ньютона; то представ· 
вiш указLJнным образом составляющие возмущающего ускоре­
ншi S, Т, W, этн уравнения приводят к тому же виду (!1.142). 
Следует, ол.нако эаметrпь, что если возмущающий фактор не· 
гравнпщионныii, то 11 в большой полуоси орбиты могут по­
ЯВЕТЬСЕ вековые воз;1Iущен1rя первого порядка. 
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§ 15. Разложение пертурбационной функции, определяющей 
возмущающую часть геопотенциала 

Запишем внешний геопотенциал в виде (§ 11): 

И =L + R,Т', (II.143) 
г " 

где пертурбационная функция R ЕВ [571 представляется разло­
жением по сферическим функциям: • 

Здесь: !-'·-гравитационный параметр Земли; ro- ее средний 
экваториальный радиус; г, ср, Л- геоцентрические рздиус-век­
тоD; широта (склонение) и долгота от Гринвича внешней точки 
(11СЗ); P,10 -(sincr) -полиномы Лежандрз; P""(sincr) -при­
соединенные функции Лежандра; Спн_, S";,- малые безразмер­
ные параметры, характеризующие гравитационное поле Земли. 
В частности, С2с характеризует полярное сжатие Земли, С22. 
S 22 - несимl'viетрию экватора, Сзо- несимметрию северного и 
южного полушарий Земли. При этом C2•J,_, I0-3, C,,k, S":.--- ~ 
:;::;; ]Q-6. 

п:;;.2 

Указанная форма записи геопотенцияла рекомендована 
Аlеждународным астрономическим союзом; при k=O часто 
полагают C"0=-l,/'. Члены разложения (II. 144) при k=O 
называют зональными гармониками, или зональной частью гео­
лотенциала, характеризующей внешний гравитационный потен­
циал земного сфероида (потенциал эллипсоида характеризует 
-nишь член с n=2 и k=O). Члены разложения при k*O нззы­
ваются долготными гармониками, причем при O<lг<n- тес­
етральными гармониками, при k=n- секториальными гармо­
никами. Долготные гармоники характеризуют отступление гра­
витационного потенциала реальной Земли от потенциала зем­
ного сфероида. Для разложения перrурбационной функции 
(II.I44), т. е. для ее представления через элементы орбиты, 
л он адобятся следующие соотношения [ 1 7]: 

n 

1) cosn~ = - 1- ~ ( n )'\ ехр у- 1 (п- 2s) ~ 
2" .,_ \S 

s=O 

(II.I45) 

* Обозначение J n удобнее при интегрировании гамильтоновых ypaвнe­
JIJIЙ движения ИСЗ методом вариации nроизвольных постоянных, которые 

Jie рассматриваются в данной книге. 
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- представление целой степени косинуса тригонометрическим 
потшомом. Анзлогичная формула для sinn~ получается заме­
ной в (II.l45) ~на 90°- ~; 

--сочетания из n по s. 

(sn)=-n_! 
s!(n-s)! 

2) Р nk (sin ({)) = 2k ( +) k cosk qJ ·с:_:} (sin qJ) 

(II.146) 

(II.14 7) 

-связь присоединенных функций Лежандра с полиномами Ге­
k+~ 

Генбауэра Cn-k2 (sin ер), определяеМЫ:\!И как коэффициеНТЫ раз-
.!IОЖеННЯ производящей функции 

00 

(1 + о:2 - 2о: sin qJ)-v = }J о:"С~ ( sin qJ ), 1 о: 1 < 1, (11.148) 
11=0 

где ,. -любое вЕ:щественное неотрицательное число (при v= 
1 '1) 1(1 '(1 . =- имеем полиномы Лежандра); 1- =- -+IJ' -+2) ... 
2 \21К 2 2 2 

с++ k-1)-
Е(~) 

3) с;; (sin ({)) = -- -'--'-----'---'----"- sin ({)п-2т 1 I; (- 1)"'2"-2"'Г (v + n- т) 

Г (v) т! (п- 2m)! 
m=O 

(II.149) 

-явное выражение полиномов Гегенбауэра; Г(х) -гамма­
функция; здесь будут встречаться выражения, когда x=n>O 

1 
(n- целое) и x=n+ 2 . Тогда 

Г (n) = (п- 1)!; Г (п + _
2
1 ) = _,1_f_n-'('-2n_--_1..:..)_! , :rt = 3, 14 

2211-1. n! . . . ' 
(П.150) 

Е ( ~ ) означает, что суммирование ведется до наибольшего 
n 

целого, содержащегося в 2. 
Введем вместо аргумента широты и истинную долготу Р ' 

орбите w; 

w=R+u. (1!.151) 
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Тогда формулы (11.55) можно представить так: 

г 2 
3:-- = cos w + 2 sin О sin (w - Q) sin2 _!___ = cos ер cos (Л + S) ~, 

_fl_ =--' sin w- 2 cos Q sin (w- ~~) siп2 _!___ = cos ер sin (Л+ S) !1, (II.152) 
г 2 

_!:_ = siп i sin (w- Q) = sin ер 1 
r J 

г-1е 

(II.153) 

-гринвичское звездное время в момент t (t0 - нача.ТJьный мо­
ыент), ''-угловая скорость вращения Земли. Используя фор­
УJулу (II.l52) и формулу бинома, можно написать: 

cosk ~ ехр V- 1 kЛ = ехр v- 1 [- kv (t- f0 )J · ( ехр V- 1 w + 

+ 2sin2 +sin-(w-Q)expV -1 (Q-90°)T = 

k 

="Е 2m ( ~) sin2m +sinm (w-Q) ехр 1/-1 Х [(k -m)w + 
111=0 

(П.154) 

Найдем величину ехр V -1 kЛ·P"h(sin ер), для чего преоб­
разуем ее, применяя последовательно формулы (П.147), 
(II.l49) н (II.l54) и выражая целую степень sin (w-Q) при 
ПОМОЩI! (Il.J45): 

2'1 С+ )k 

г (k++) 

>< siп~m _i sinn-k-2si · ехр V- 1 [(n -- k- 2s- 2/) 90с- (п- 2k + 
2 

+2m -2s-2l) w- kv (t- t0) + (n- k +2m- 2s- 21) Q]. (П.155) 
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Разделяя в (II.155) действительную и :\-IНимую части и под­
Сlавляя их в (II.144), а также используя разложение (II.77) 
и помня, что 

1 1 
W =л+ v, t- t0 = ~ (М- М0) =-=-(М- 8 +л), 

n n 

где n*- среднее движение, окончательно получим: 

где 

( n-k ) 
n k Е -2- n-l<+m-2s 

· a::l Е Е Е х 
m=O s=O 1=0 

un.- kv) 
- М+ 
n 

sl ] [ ljn-kv) 1 ]} + fпkm + sllk sin м+ f'/zkm ' 
n 

(11.156) 

Г ( n- 5 + +) ( k ) ( n - k + т- 2s ) Х 
s! (n-k-2s)! т l 

• 2 i . k 2 • 
х SIП т - • sшn- - 5 t. 

2 ' 
(II.I57) 

~~~т= [ (n-k +2m- 2s-2l)Q- ( n- 2/i ;v k +2m­

-2s-2l) л+ k ~ 8 + (n- k- 2s-2l) 90° ]; (Il.I58) 

Xj (е)-п -1.- (п-2k+2m-2s-2 t> -·коэффициенты Ганзена. 

Таким образом, искомое разложение является тригономет­
рическим относительно угловых переменных, позиционные же 

переменные входят в коэффициенты разложения (см. § 14). 
Если вместо истинной долготы в орбите использовать аргу­

мент широты (формулы II.55), то разложение R(f) вместо ше-

стикратного суммирования будет содержать семикратное сум­
мирование, как у К:аула [30], и будет излишне с.тюжным. 

* Здесь и дальше среднее движение будем обозначать через n, так как 
буква n является nервым стандартным индексом в разложении rеоnотенци­

ала. 
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§ 16. Возмущения в движении И СЗ от зональной части 
геопотенциала 

Положим, в (11.156) k=O; в этом случае также и m=O. 
Тогда вместо (11.157) и (II.158) будем И!'viеть 

f 1 ) 
Г n-s+-

[ Г f-1 )l-I А~·-~· 1 (i) =' (- 1)' ( 2 (n- 25) sinn-Щ; 
\ 2 J s! (n- 2s)! l 

(П.150) 

f~Ъо = (n- 2s- 21) (Q- :t + 90") = (n- 2s- 2l) (90°- ro), 

где на основании (II.150) 

Г ( n-s+~) (2n- 2s- 1)! 
22п-2s-1 (n _ 5 _ !)! 

Учитывая также, что при k=O SnksinkЛ=O, nолучаем общее 
разложение для nертурбационной функции от зональной части 
геопотенuиала 

( n ' 

оо n Е , 2 ) n-2s 

~ 'о Е Е '" =- t J --R\2 q> ~ n a"+I 
1!=2 5=0 1=0 

Х (- !)' (21!- 2s- 1)! sinn-zs i . x;n-J, -n+Zs+2l (е) Х 
22"-21-ls!l! (п- s- !)! (п- 2s -l)! 

Х cos [jM + (п- 2s- 21)(90°- ro)], (11.160) 

гдt: положено 

Jn = -Спо· (11.161) 

В соответствV-и с § 13 и 14 алгоритм получения формул 
длн возмущений первого порядка прею:тавляет собой следую­
ш.ее. 

Первый этап: получение производных от пертурбаци­
онной функции по элементам орбиты. 

дRc.'rp 
1) '"' =О, так как зональная часть геопотенциала от 

дQ 

долготы узла не зависит; 

дR 
2) :<р -вводим в выражение для Rфrp множитель 

(n-2s) cos i, а sinn-2~i заменяем на sin"-2·'-'i; 

71 



дRФrр 
3) w -вводим в выражение для RCt:-m делитель (n-

~ ~т 

-2s--2l), а cos[jM+ (n-2s-2l) (90°-cu)l заменяем на 
sin [jM + (n-2s-2l) (90°-cu)]; 

дR~"Р'Р (n + 1) 
4) да = - а Ri}Jq>• 

дR$ср 
5) де - заменяе:v~ в Rгч; коэффициенты Ганзена их про- , 

!Вводными по эксцентриситету орбиты. Эти производные выра­
жаются через сами коэффициенты Ганзена по форму.1е [11, 121: 

dXP1. q (е) 1 
de = 2 (q- p)X'}-i, q+i (е)-+ (q + р) X'}-i, q-i (е)+. 

+ q [XI?· q+I (е) - Xl?· q-i (е)] 
2 (1 - е2) 1 1 , 

(II. I 62) 

где p=-n-1, q=-n-2s-2l; производная (1!.162) иыеет по­
рядок el Jq-jJ-1 1; 

дRffiФ дRe;r.p дRffi<P 
б) -----;;;- = дМо = -ам-- вводим в выражение для Recp 

делитель j, а cos (jM + ... ) заменяем на -siп (jM + ... ). 
В т о р о й э т а п. Подставляем найденные произ:зодные в 

дR дR дR 
уравнения Лагранжа (2.126), причем-+-=-; отсюда 

дп де дw 

найдем~. Соответствующие уравнения системы (11.126) мож­
дп 

но заменить на те или иные уравнения (II.133) и (II.134). 
Т р е т и й этап. Приводя подобные члены относительно 

одинаковых кратностей средней аномалии М и поделив правые 
части на среднее движение, представляем систему (!1.126) в 
форме (II.141). При этом k2=cu2=0; cu1=l. 

Чет в ер ты й этап. Считая элементы орбиты постоянны­
ми, равными их начальным значениям, интегрируем полученные 

уравнения в пределах от начального значения М0 до текущего 
М. После интегрирования получим: 

1) вековые члены вида - 1 Ajo (а, е, i) · (М-Мо) (формула 
2 

(!1.142), получающиеся при j=O и n-2s-2l=O), присутствуют 
в долготе узла Q, долготе перицентра от узла cu (а значит и в 
:rt) и в начальной эпохе е (или в начальном значенип М0). 

2) Если j=O, но n-2s-2l=;i=O, то с формальной точки зрения 
такие члены, зависящие от sin cu и cos u), Т'JЖе можно рассмат­
ривать как вековые. Практически удобнее их предсн1вить I<aK 
долгопериодическне: в уравнениях Лагранже~ еще до ин.тегри-

рования долготу перицентра ш следует заменить на (•>-+- бrJ)/, где 
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шt - вековые возмущения, а затем уже уравнения проинтегри­

ровать. Тогда все члены, содержащие делитель ш, будут долго­
периодическими. 

3) При j=FO и n-2s-2l=FO все члены ЯВJlЯЮтся периодиче­
скими функциями М, причем модули кратностей М больше еди­
ницы. Такие члены являются короткопериодическими. Большая 
нолуось орбиты содержит лишь одни короткопериодические 
возмущения. Действительно, уравнение dajdM содержит лишь 

дR дR дR 
производную де = дМо = дМ , так что интегрирование по М 

правой части этого уравнения не меняет, добавляя лишь по­
стоянную интегрирования. Тем самым в возмущении ба члены, 
пропорциональные М, отсутствуют. что соответствует теореме 
Лапласа. Наиболее крупные возмущения в орбите ИСЗ вызы­
вает параметр !2, характеризующий полярное сжатие Земли а, 
с которым он связан форму,11ой [54] 

а= -1 [зJ2 + v2гg (1- а)] [ 1 + 2.12 + ~ v2rg (1- а)]. (II.163) 
2 • f.l. 4 8 f.l. 

Г.сли положить в (II.l60) n=2, то пертурбационная функция 
для ! 2 принимает вид: 

2 +оо 

Reч:2 =-+I-Ll2 ~~Е {(fsin2i-1)X/3' 0(e)cosjM+ 
i=-00 

+ 2. sin2 i [Xj3 ·-2 (е) cos (jM + 2 (90~- ro)) + 
4 

+ Xj 3 • +2 (е) cos (jM- 2 (90°- ro))]}. (II; 164) 

Формvлы для возмущений nервого порядка получаются рас­
оютренным выше способом. Первые члены в фигурных скоб­
ках npi-I j =О дают вековые возмущения в долготе узла, долготе 
nерицентра и начальной эпохе. Члены в квадратных скобках 
при j =О дают долгоnериодические возмущения; все члены при 
j=I=O дают короткопериодические возмущения. Приведем лишь 
формулы для вековых возмущений первого порядка от !2, ибо 
ыrи определяют общую эволюцию орбиты ИСЗ. Эти формулы 
Ir\reют вид: 

" ( \. . 
б~ = - -·-' J !:!. ·,- cos t (М- М о) 

- 2 2 \ а / (1- е2) 2 1 

iГ = ~ J (~)2 (5cos2 i -!) (М -М) ~ (II.165) 
ro 4 2 а (1 - е2)2 о 1 ' 

дМ= 2_J (.!.!_)2(Зcos2 i-1) (М-М) J 
8 4 2 а (l-e2)'1• о 
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где 

бffi = бn- бQ; 6М0 = бё - бп. 
Параметр 12=-С2о= 1,082639·10-3 f54l (Козаи). Из формул 
(I I .165) следует, что: 1) линия узлов движется в направлении, 
обратно!:!_ направлению орбитального движения; maxбQ '-при 
i = 0°; бQ= О, если i = 90°; 2) линия апсид движется в пр ямом 
направлении, если 0°<i<63,4°, и в обратном при 63,4°<i< 
<90°; при i=63,7o бrо=О; 3) движение М0 прямое, если 
0°<i<54,7°, и обратное, если 54,7°<i<90°; при i=54,7° 
бМо=О. Пусть высота ИСЗ над поверхностью Земли "'"'1000 км, 
орбита близка к круговой (е<0,01) и наклон орбиты i,.......65°. 
Тогда числовые значения вековых возмущений от 12 будут та­
кими: бfi ...... ·-2,7° в сутки, бffi"'-0,5° в сутки и бiif'a,..."-4,8° в 
сутки. Наибольшая амплитуда периодических возмущений в 
большой полуоси составит величину порядка 7 км; периодиче­
скне возмущения в эксцентриситете приведут к колебаниям вы­
соты перицентра порядка 4 км. 

Параметры ln при n>2 имеют порядок llnl "'~l/2\ 2 • На­
nример, если 12 имеет порядок 10-3, те! ! 3, 14, 16 имеют порядок 
10-0, остальные гармоники вплоть до n=20 имеют порядок 
10-7, причем 1g, !12 и !19"' 10-8. Зональные гармоники при 
n>2 вызывают возмущения в угловых элементах орбиты по­
рядка секунд и десятков секунд дуги за оборот, что вполне 
выявляется современными фотографическими наблюдениями 
ИСЗ. Поэтому, если при n>2 ограничиваться возмущениями 
первого порядка, то для 12, кроме возмущений первого поряд­
Юl, следует учитывать и возмущения второго порядка, причем 

12 нужно рассматривать как малый параметр. Эти возмущения 
могут быть получены на основании формул вида (11.140), где 
а=12, fj- правые части уравнений Лагранжа, абЭ,,i- возму­
щения первого порядка, Э,, - элементы орбиты. 

Из формул (II.137}-(II.l40) следует, что в тех случаях, 
когда долгота перицентра от узла С•) заменяется его возмущен-

·n - -
ным значением ~~s (ш+б(t)), где бш определяется второй фор-
мvлой (II.l55}, то после интегрирования величина 5 соsЧ-1 
окажется в знаменателе и при i = 63,4° будет происходить де-

.пение на ноль. Если вместо бш = cot употребляются полные 
значения возмущений первого порядка. то в указанном случае 
будет происходить деление на малую величину. В связи с этим 
значение i = 63,4° называют критическим наклоном. Долгопе­
риодические возмущения также содержат критический наклон. 
Вероятность того, что у наблюдаемого ИСЗ наклон орбиты 
окажется в точности равным критическому, крайне мa.'Jn. По­
этому неудобства вычислительного характера, связанные с 
1\ритическРм наклоном, достаточно иллюзорны. В ciJyчae необ-
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ходимости от критического наклона можно избавиться специ­
а.'!ьными аналитическими приемами [18], рассмотрение кото­
рых не входит в задачу этой книги. Если необходимо изба­
виться от неудобств, связанных с особенностями при е=О и 
i = 0°, нужно вместо обычных элементов использовать элементы, 
определяемые формулами соответственно (11.131) и (II.132). 

§ 17. Возмущения в движении ИСЗ от долготной части 
геопотенциала 

Эти возмущения определяются пертурбационной функцией 
(11.156) при k=I=O. Порядок вывода формул для возмущений 
первого порядка тот же, что и в предыдущем параграфе: сна­
чала находим производвые от пертурбационной функции по 
э.'!ементам орбиты, подставляем найденные производные в 
уравнешн! Лагранжа, преобразуем правне части уравнений к 
тригонометрической форме ( II. 141) и, интегрир;vя уравнения в 
пределах от М0 до М при постоянных элементах орбиты, полу­
чаем искомые формулы в форме (11.142). В этом случае 

откуда 

k1w1 + k2w2 = j- k : , 
n 

(11.166) 

(II.I67) 

Так как отношение угловой скорости вращения Земли v к 
среднему движению ИСЗ n в общем случае число нецелое, то 
все члены разложения вида (II.141) являются периодическими 
функциями средней аномалии М. Таким образом, вековые чле-

1 
ны вида 2 Ajo(M-Mo)- формула (II.l41)- в возмущениях 

от долготной части геопотенциала отсутствуют. 
К:ак следует из § 15, при jn-kv-+0 * будем иметь долгопе­

риодические возмущения, переходящие в пределе при jn-kv= 
=О в резоншtсные. Все остальные возмущения - короткоперио­
дпческие. Для космической геодезии наибольший интерес пред­
ставляют долгопериодические и резонансные возмущения (см. 
гл. VI). Объединяя их для удобства одним условием jn-kv=O, 
приходим к выводу, что эти возмущения имеют место, когда 

отношение ~ представляет собой несократимую дробь, т. е. 
n 

" и n являются взаимно простыми целыми числами. В этом 
случае отношение периода обращения ИСЗ к периоду обраще­
ния Земли вокруг оси TjT ffi также будет весократимой дробью; 

* УТОЧНf'НИе УСЛОВИЯ реЗОНаНса СМ. § 4 ГЛ. Vl. 
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в частности, период обращения ИСЗ Т может целое число раз 
укладываться в звездных сутках. Резонансные возмущения 
наиболее существенны вдоль орбиты (по зарубежной тер:vrино­
логии - «ошибка вдоль следа») : 

fJL = а ( 1 - е2) [ fJQ ( cos i - 1) + б е], (II.168) 

где ()Q и бе - возмущения первого порядка в долготе узла и 
начальной эпохе. Не следует думать, что при строгом выпол­
нении условий резонанса возмущения становятсн бесконечно 
большими и спутник тем самым может либо улететь прочь от 
Земли, либо упасть на ее поверхность. Дело в том, что в дан­
ном случае мы рассматривали лишь возмущения первого по­

рядка, а совокупность возмущений всех последующих порядков 
может «уничтожить» строгое соблюдение резонансных усJ1овий. 
Это может быть исследовано при помощи современных каче­
ственных методов небесной механики Г18]. Однако малые де­
.питеюr (см. § 14) в формулах для возмущений присутствовать 
будут. Рассмотрим пример. Как и в предыдущем параграфе. 
возьмем почти круговую орбиту ИСЗ с высотой над поверхно­
стью Земли порядка 1000 км. Большая полуось орбиты тогда 
равна а=7378 км, период обращения ИСЗ Т-;:::; 1,7551' (фор:v~ула 

11.30), среднее движение ИСЗ ff-;::::;;0,955-10-3 - 1- [формула 
сек 

(I I .31)]. 
Д,1Jя Земли: Т ffi-;:::::; 23,9341'· -звездные 

1 о " 1 
Х _, __ угловая скорость вращения. 

сек 

=0,0735. 

сутки; v=7,31958X 

Тогда v/n= TjT ffi = 

Положим / j / = 1 и из условия резонанса найдем, что наи­
меньший делитель / j / n-kv для / j / = 1 будут давать долготные 
гармоники с индексом k= 13: 

1 j 1 n-kv;::::;0,003. 

Таким образом, в указанной орбите гармоники при k= 13 бу­
дут давать возмущения с амплитудой и периодом при!Уtерно в 
триста раз большими амплитуд и периодов возмущений от дру­
гих гармоник. Если положить / j / = 2, то аналогичным образом 
найдем, что наименьший делитель будут давать долготные гар­
моники с индексом k=26: /j/n-kv-;:::::;0,007 (величины коэффи­
циентов гармоник с таким индексом пока неизвестны). Пола­
гая / j / = 3, 4 и т. д. можно найти другие малые делители для 
заданной орбиты. 

Обратная задача: пусть 1 j / = 1; какова должна быть боль­
шая полуось орбиты, чтобы гармоники с индексом, например, 
k = 2 давали резонансные возмущения? Из условия резонанса 

находим среднее движение ИСЗ: ff-;::::;;1,464-I0-4 - 1-; затем из 
сек 
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формулы (II.Зl) находим большую полуось: а~26500 км. Если 
ljl =2, то получае:vt n=v 11 а,-..,42500 км- это радиус орбиты 
так называемого 24-часового спутника; если у такого ИСЗ на­
клон орбиты i=0°, то этот спутник называют стационарным 
(он как бы «висит» над одной и той же экваториальной обла­
стью Земли). В орбите 24-часового спутника вес долготные 
гармоники вызывают резонансные возмущения, ибо для любого 
IГ/ всегда найдется равное ему значение индекса k, так что 
будет соблюдено равенство n ~ ·v. 

Так как величины коэффициентов долготных гармоник 
Шllеют тот же порядок, что и величины зональных коэффициен­
тов при n<2, то амплитуды короткопериодических возмуще­
ний имеют тот же порядок, что и амплитуды короткопериоди­
ческих возмущений от зональных гармоник. 

§ 18. Лунно-солнечные возмущения в движении ИСЗ 

Пертурбационная функция в данном случае определяется 
формулой (1 !.120) 

R ( 1 хх1 .:.. уу1 + zz1 \ ( 1 r •1,) 
= fll -- ) = fll -- -~ cos 't' • 

~ rf ~ 'i 

Величины с индексом 1 относятся либо к Луне, либо к Солнцу, 
без индекса- к ИСЗ; ~t1 -гравитационный параметр .Луны 
.1ибо Солнца, 1jJ- угол при центре Земли между радиусом­
векторо:vi ИСЗ r н радиусом-вектором возмущающего тела r1, 

L'l- взаимное расстояние между ИСЗ и возмущающим телом 
(см. рис. 13). Разложение пертурбационной функции произво­
,'щтся в такой последовательности. Поскольку r<r1, то вели­
чина, обратная взаимному расстоянию, разлагается в ряд по 
полиномам Лежандра: 

1 f ( r ) 2 
( r ' r1 V 1 + -;; - 2 -;;) cos 'Ф 

00 

для 1 ;1 1 < }. (П.169) 

Подставляя (II.169) в (II.I20), учитывая, что cos 1jJ= 
= Р 1 ( cos 1jJ) ;·находим 

00 

(11.170) 
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rде член с индексом n=O отброшен, ибо от координат ИС3 
он не зависит и исчезает при подстановке R в уравнения Лаr­
ранжа. Затем нужно найти выражение соsф через элементы 
орбиты ИСЗ н возмущающего тела. Из (II.120) следует 

(II. 1 71) 

По.'1ста:зляя сюда вместо ~ , 
г 

xl . у 

г1 г 

Yr 
г! 

после 

z 

г 

ИХ B">Ipa-
гl 

преобразованиif жения, согл2сно формулам 
нai"r;Leм: 

(II.55), 

,,, 1 . . . . ( ) 1 . . . . ( ) 
COS 't' = - SIП t SIП t 1 COS и- и1 - -- SIП t SIП t 1 COS и+ и1 + 

2 2 

+ cos2 _.!_ cos2 ..!..L. cos (и- и1 + Q- Q1) + sin2 _.!_ sin2 ..!..L. cos (и·- u1 -
2 2 2 2 

- Q + Q1) + cos2 __!____ sin2 __!!_ cos (и+ и1 + ~~- Q1) + 
2 2 

+ sin2 _.!_ cos2 ..!..L. cos (и+ и1 - Q + QI), 
2 2 

(II. 1 72) 

где 1шдексом 1 опять-таки снабжены элементы орбиты возму­
щающего тела. 

В качестве малого параметра в рассматриваемом случа~ 

можно, например, принять величину 1-tr ( :
1 

) 2• Так как ~L <: ~ 
'"""1,23·10-2, ~0""'3,3· 10+5 (в единицах гравитационного пара­

метра Земли), а<!. '"""4 · 105 к м, а0,_, 1,5 · 108 к м, то приняв в. 

сре;l.нем аисз""'104 км, получим: ~<e(aaiy""'10-6 , rtэ(a~y~ 

'""" ] О-3 ; IL (( (а~ у'""" 1 О-7, ILЭ (а~ у'""" 1 О-7 . Отсюда еле дует, ЧТ() 
тm..: как !2""'10-з, а ICп,,l, ISn,,l, k=O, 1, 2, ... '""" 1121 2 ,......10-r,-;­
-7- J Q-i, то при учете возмущений первого и второго порядка от 
зональной гармоники l2 и возмущений первого порядка от по­
следующих зон&льных и долготных гармоник в разложеншr 

(II.170) нужно сохранить четыре члена, если учитываются воз­
мущения от Луны и два члена при учете возмущений от 
Солнца*. 

Тогда, чтобы получить рабочее выражени~ для пертурбаци­
онной функции, в разложении (II.170) с.т1едует положить 2~ 
~n~5. Кроме того, в коэффициентах Ганзена достаточно 
взять первые члены, если орбита ИСЗ не слишком вытянута. 
Тогда разложение (I 1 .170) существенно упростится. Вывод 

* При большей точности учета возмущений от геопотенциала в разло­
жеrши (II. 170) нужно сохранять большее число членов и учитывать совмест­
ные действия на ИСЗ гармоник геопотснциала, Луны, Солнца. 
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:rюзмущений пернаго порядка выпо.rтняется станл.артным ~ето­
лом: ищутся производные от R по элементам орбиты и под­
ставляются в уравнения Лагранжа, правые части которых 
приводятся к виду (II.141). Интегрирование дает возмущения 
первого порядка n форме (II.142). Бощ,шая полуось орбиты 
<:ол.ержит короткопериодические возмущевня; оспtльные эле­

N\енты орбиты содержат, кроме короткстсрнодичесi\НХ возму­
щений, долгопериодические воз~.1уще1шя с периодом равны:\1 
л~рноду обращения возмущающего тела; долгота узла Q, дол­
гqта пер1щентра л и начальная эnоха ~; содержат пшже и ве­

!<Овые возмущения. 

· Приведем наиболее крупные вековые члены в долготе узла 
'f~. долготе перицентра от узла (() =:n:---Q п начальном значении 
сре.:~.ней аномалии М0= g-n, не завпсяща;_~ от эксцентриситета 
и нак.rюна возмущающего тела: 

бQ.---- ~ ..&. (.!:..) 3 cosi (М-М0) + ... 
4 1.1. а1 

&О.--- :; ~ ( ~ у~[(5 cos2(1) -1) + 5 (1- cos 2(1)) cos2 i] Х 
Х (М- М0) + . . . . (11.173) 

бМ -------1 Ь..(.!:..)sl_2_(3cos2i-1)+ 
0 8 1.1. а1 8 

+ ~cos2(1)sin2 i] ·(М- М0) + ..• 
8 -

Для ИСЗ с высG>той порядка 1000 км за интервал """'27d, рав­
ный периоду обращения Луны, изменение долготы узла соста­
вит величину порядка 5", а изменение долготы перицентра и 
:начальной эпохи- порядка 10". С увеличением высоты ИСЗ 

возмущения растут, ибо растет отношение ( ~ \:. Так, для ИСЗ 
' ai / 

·>е большой полуосью порядка 42 000 км (24-часовой спутник) 
за тот же промежуток времени изменения указанных элементов 

'будут порядка 10' и 20' соответственно. 
Многими авторами выводились различные системы формул 

д.пя учета лунно-солнечных возмущений с той и.ТJ.И иной сте­
пенью приближения. Для практических вычислений пока целе­
сообразно использовать формулы, данные в [60]. 

§ 19. Возмущения в движении И СЗ под действием 
атмосферного торможения 

В качестве исходной системы уравнений возмущенного дви­
жения в данном случае нужно применять уравнения Ньютона. 
:Из аэродинамики известно, что сила сопротивления среды, дей­
<етвующая на движущееся в этой среде тeJlO, равна: 

F = - 1 pvas.cv, (11.174) 
2 

7~ 



где V- скорость движения тела относительно среды, S- пло­
щадь поперечного сечения тела, р- плотность среды, CD­
аэродинамический коэффициент. При средней длине пробега 
молекул, большей геометрических размеров тела; можно поло­
жить 

(11.175) 

(на высоте больше 160 км средняя длина пробега превышает 
50 м, а размеры любого ИСЗ пока гораздо меньше этой вели­
чины). 

Средняя плотность верхних слоев атмосферы чаще всего 
представл5!ется формулой 

Р = Ро ехр (- ~ ) , (II.176) 

где ре- плотность на высоте перицентра орбиты ИСЗ, h- вы­
сота, отсчитываЕ"мая от уровня периuеl'lтра, H=H(h)- шкала 
высот- величина, меняющаяся весь~'! а сложным образом и 
очень трудно предсказуемая с достаточной точностью. Прибли­
женно можно считать rsз]: на высоте над поверхностью Земли 
порядка 200 к м Н'"'"' 35 к м, р0 '"'"' 1 О-13 гjсм 3 ; на высоте порядка 
700 км-Н-90 км, р0 -1О-16-1О-17 г/см3 • 13 настоящее время 
известно [53], что плотность верхней ат;-.юсферы с течением 
времени меняется по очень сложным и до конца не изученным 

законам. Известны следующие периодические эффекты, харак­
теризующие изменение плотности: суточный, 27-суточный, 
11-лепшй, полугодовой и нерегу.тярные колебания. Для ука­
занных пределов высот плотность может изменяться в несколь­

ко раз, причем чем больше высота, тем сильнее изменения. 
Поэтому формула (II.176) ЯБJтяется приближенной и характе­
ризует собой некоторую «среднюю» атмосферу. По этой при­
чине сколь бы совершенна ни была небесно-механическая тео­
рня, с должной точностью учесть влияние анюсферы пока не 
удается. Тем самым параметры верхней атмосферы следует 
определять из спутниковых экспериментов одновременно с по­

лучением другой информации. Поэтому, если некоторый ИСЗ 
сп('uиально предназначен для получения геодезической инфор­
маuии, его uелесообразно выносить либо за пределы атмосфе­
ры, либо на такую высоту (>1000 км), где влияние атмосферы 
незначительно и его легко учесть (илп определить эксперимен­
тально). 

Рассмотрим наибо,1ее характерный случай, когда орбита 
ИСЗ имеет малый эксцентриситет. Тогда в первом приближе­
юш можно считать, что сила ат:vюсферного сопротивления F 
направлена в сторону, противопо.rюжную направлению транс-
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uсрсалп Т, и возмущающие ускорения на основании (11.174) и 
(!1.175) будут равны 

S =о, т= -crp0 exp (- ~) V2, W =о, (II.177} 

r,:rc a=S/m- отношение поверхность спутника , принимаемое за 
масса спутника 

ма\1Ый параметр. На основании (II.l77) и (II.128) можно за-
1сrючить, что в первом приближении атмосферные возмущения 
в ;долготе узла и наклоне орбиты отсутствуют. Остальные урав­
нения системы (II.l28) примутвид 

da 2а2 vp de fp 
- = -- - Т· - = 11 - (cos v + cos Е) Т· 
dt r 1-L ' dt r 1-L t 

(II.178} 

:; = v : si; v ( 1 + ~ ) Т; ~; = 

= v : 1 +е::-~2 ( 1 + ~ ) Т. 
Чтобы получить формулы для возмущений и установить эво­
.лоцню орбиты, достаточно (I 1.177) выразить через элементы 
Ррбиты, подставить в ( I I .178) и проинтегрировать уравнения 
(!1.178) в форме (JI.I42). Высоту над уровнем перицентра h 
\;ожно представить формулой 

h = r-a(l -е), (II.179)-

где r- геоцентрический радиус-вектор ИСЗ. Квадрат орби­
тальной скорости V2 выражается при помощи интеграла энер­
гии. Подставляя эти величины в (II.l77) и разлагая экспонен­
ту в ряд по степеням IL/ Н, получим 

00 

- ( 2 1 ) ~ (- 1)" Т = - crp0/-t 7----;; ~ п! Н" [r- а (1 - е)]п . (II.180} 

1!=0 

Это разложение абсолютно сходится при любых вещественных 
:н:гчениях отношения hjH. Представив при помощи (II.77) гео­
IJ.свтр!!ческий радиус-вектор г через среднюю аномалию и ко­
:,ффиниенты Ганзена, можно получить общее разложение Т. 

Счптая эксцентриситет орбиты е весьма малым, сохраним 
в (!1.180) лишь первый и второй члены и разложим г по сте­
rrеням с, сохранив .'!ишь члены первой степени относительно е. 
Получи;ч 

T=-ap0~-t( 1 - 2е +-1 )-ap0~-t~cosM + ... (П.181) 
Н а а 
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Первый член в (11.181) дает вековые возмущения первого по­
рядка. Обращаясь к уравнениям Ньютона в форме (II.178) и 
замечая, что 

3 3 
( cos v- cos Е) == - - е + 2 cos М + - е cos 2М + . . . , 

2 2 

устанавливаем, что вековые возмущения первого порял.ка 

вследствие атмосферного торможения имеют большая полуось 
орбиты и ее эксцентриситет, причем оба эти элемента У:'11ень­
шаются с течением времени. Чтобы уточнить первое приближе­
ние, следует поступить так: для получения радиальной состав­
ляющей S во вторую формулу (11.177) вместо V2 подставляем 

квадрат радиальной скорости v; = ; e2sin2v, для получения 

т . v2-- точное значение квадрата трансверсальнон скорости т-

= ; (1 +е cos v)Z, так что только W =0. Необходимо также 

учесть влияние атмосферного торможения на движения линии 
узлов, линии апсид и начальной эпохи. Для этого в продиффе­
ренцированных по М формулах (II.165) большую полуось а и 
эксцентриситет е следует заменить их возмущенными (с учетом 
лишь вековых членов) значениями. Тогда члены, пропорцио­
нальные (М-М0 ) 2 или (t-t0 ) 2, будут учитывать атмосферный 
эффект. В начальной эпохе основной вековой член будет да­
вать вековое возмущение среднего движения, ибо среднее дви­
жение зависит от большой полуоси. Как следствие этого, веко­
вое возмущение имеет средняя аномалия. Для обычного ИСЗ 
с высотой порядка 300 км имеем 

&i ~· -2,3 км/сутки, бе----- 0,0003t; (t- в сутках); 

амплитуда наиболее крупного периодического члена в большой 
nолуоси составляет величину порядка 50 м. С увеличением 
высоты величины возмущении уменьшаются приблизительно по 

экспоненциальному закону. Так как /2 ,..._, 1 о-з, то 1 бQ 1, 1 д~ 1 ~ 
~ 1 bli 1, 1 дёl. В дальнейших приближениях следует учитывать 
вращение атмосферы, затем ее эллипсоидальность. 

§ 20. Возмущения в движении И СЗ под действием светового 
давления 

Сила давления солнечного света, л.ействующпя на ИСЗ, 
равна: 

F __ SS0 (! + k) (~)\ 2 
2 

0 - с ~ cos а, (II.182) 

где S --площадь поперечного сечения ИСЗ; S= 1,3-J0-6-1,4>< 
Х 1 о-с !!pr солнечная постоянная (мощность солнечно[! 
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раднации на 1 см2 земной поверхности); k- коэффициент от­
ражения (k=O для абсолютно черного те-1з; k=l--для «абсо­
:;ютного зеркала»); р ·-расстояние ЗемJIЯ- Солнце; !!..-рас­
стояние ИСЗ -Солнце; а- угол падения солнечных лучей на 
поверхнесть спутника (для сферического ИСЗ а=О и cosa=l); 
,. о~ 3 · 105 км!сек- скорость света. Воз:v1ущающее ускорение 
равно 

- s ( f"l \ w_._. __ . =а· - 0 (1 + k) _<:..._ 1 cos2 a, 
.• с д J 

(Il.I83) 

cr- отношение поверхности к массе ИСЗ (см. § 19). Как и в 
§ 18, отношение р/~ можно разложить в ряд по полиномам 
.1ежандра: 

- = ~ - Р n ( COS 1jJ) = 1 + - COS 1jJ + . . . , р ,...., ( r )" r 
д ..а;../ р р 

(II.I84} 

n=O 

где г- геоцентрический радиус-вектор спутника, 1jJ- угол с 

першиной в центре Зем.111 между направлениями на ИСЗ и на 
Со.11ще. Используя метод, описанный 
в § 18, можно получить общее разло­
жение возмущающего ускорения. Од­
наJ.;о ввиду малости эффекта, исполь­
:;уе\r первые два члена раз.1оження 

(11.184), ибо отношенне-'-'""IО-4 --· 
р 

! О 5• Радиус-вектор Со.1нца р в первом 
прнближении можно считать постоян­
ны:-.!. Из сферического треугольника 
<;полюс эклептики- ИСЗ- Солнце» 
(рис. 16) найдем: 

cos 1jJ = cos ~ cos (Л- Л о) , (II.I85) 

P3 (ЛOllNIC .wшптикиi 

Conнqe 

Рис. 16. Сферический треу· 
гольник Солнце- спутник­

полюс эклиптики 

где f3 и ), -эклиптические широта и долгота ИСЗ, Л~:·J- эк­

.шнтнческая долгота Солнца, 

(II.186} 

Эк.1иптические координаты можно связать с экваториальными 
нри помощи соотношений 

cos ~ cos~ ~ ; ~ cosu cosQ- sinu sinQeosi ] 

cos ~ sin Л. = ~ cos е + -"7- sin е = cos и sin Q cos е + Jl • 

+ sin и (cos Q cos i cose + sin i sin е) 

где е - наклон эклиптики к экватору. 

(II.187} 

8З. 



Подставляя (II.l87) в (II.J85), найдем соsф в функции 
элементов орбиты ИСЗ и эклиптической долготы Солнца. Под­
ставив затем полученное выражение в (II.l84), а (II.I84) в 
(II.l83), получим выражение для возмущающего ускорения че­
рез элементы орбиты ИСЗ и долготу СоJшца. Затем следует 
найти компоненты возмущающего ускорения Х 0 , У~;· z0 на 

оси экваториальной инерциальной системы i, у, i. Эти ускоре­
ния равны 

zo-z 
z0 =w0 --"'"--t..-

(II.I88) 

тде !:-.. выражается при помощи (II.I84). Отбрасывая члены 

порядка (-;у -I0-8-I0-10 и выше и обозначая 
=. - s 
cr = а-0 (l + k)cos2 a, 

с 
(II.l89) 

г.олучим 

Хо ~ ~ ( х; +-; [ COS'i ( х; + 1)-; ]) •1 

т де 

У0 =;;{У~ +-;[соsф( У~)+ 1)- ~ ]}. }· (II.I90) 

z0 ~=,r('; +-; [cos'i('; + 1) -7]) J 

У(-) S1 • --- = cos u0 sш а0 , 
р 

z(-) . 
-- = sшде), 
р 

.а выражения через элементы орбиты ИСЗ величин cos \j), r, 

~, .JL z известны. Наконец, по формулам (II.IЗO) нахо-
г г г 

дят выражения для составляющих возмущающего ускорения 

S, Т, W и подставляют в ураннения Ньютона (II.l28), которые, 
в свою очередь, с использованием разложений координат в 
эллиптическом движении (§ 7) приводят к виду (II.l41). При 
этом целесообразно долготу узла, долготу перицентра и на­
чальную эпоху в уравнениях Ньютона еще до интегрирования 
заменить их возмущенными значениями (в зависимости от !2) 
при помощи выражений (II.l65). Ввиду малости эффекта ин­
тегрирование уравнений достаточно вести в пределах одного 
оборота ИСЗ, отбросив короткопериодические члены и считая 
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J{оординаты Солнца постоянными fсм. (II.l86)]. Следует раз­
JНЧать два случая: 1) спутник постоянно освещен Солнцем; 
2) спутник периодически заходит в тень Земли. В первом слу­
'!ге для получення возмущений за один оборот нтегрирование 
следует вести в пределах от О до 2n. Во втором случае- от 
:.rомента выхода ИСЗ из тени до момента входа в тень. Экс­
нентрические аномалии, соответствующие моменту выхода Е1 
пз тени и Е2 - моменту входа, определяются из решения урав­
нений [53]: 

: соsф ~ -S (cosE ~е) -тV 1- e'sinE ) . 

rsin'Ф = r0 , - = 1-ecosE 
а 

(II.191) 

э затем из решения уравнения Кеплера можно найти сами 
~юменты. В обоих случаях возмущения каждого элемента орби­
ты представляются в виде 

бЭ =а ~ А sin (w + Q + Л . ) , 
~- о о cos 0 

(i) ± Q ± л0 
(II.I92) 

где А- некоторые коэффициенты, зависящие от нача.тьных 
элементов орбиты, причем содержание этих коэффициентов в 

первом и втором случае разное; w и Q - скорости изменения 
лолгот перицентра и узла под действием второй зональной 
гармоники геопотенциала [формулы (II.l65) ]. При учете рас­
сматриваемых возмущений за независимую переменную часто 
берут эксцентрическую аномалию Е. Величину возмущений 

- nоверхность ИСЗ 
определяет параметр а= 3 . Например, для спут-

масса ИС 

ников-баллонов типа «Эхо» величина cr примерно в 1000 раз 
больше, чем для обычных спутников. Соответственно возмуще­
ния от светового давления высоты перигея спутников типа 

«Эхо», двигавшихся на высотах более 1000 км, составляли в 
среднем величину порядка 200-300 км с периодом около 
1 О месяцев и были соизмеримы с возмущениями от сопротив­
Jiения атмосферы. Для обычных спутников величины возмуще­
ний могут достигать десятков и сотен метров. 

В заключение этой г лавы еще раз напомним о влиянии на 
движение ИСЗ более мелких возмущающих факторов: прилив­
ных, электромагнитных, вторичного эффекта светового давле­
ния и т. д. Рассмотрение этих факторов выходит за рамки 
1\IНJГИ. 



Гаава III 

ЭЛЕМЕНТЫ СПУТНИКОВОй СФЕРИЧЕСКОй 

АСТРОНОМИИ 

§ 1. Топоцентрическая траектория искусственного спутника 
на небесной сфере 

Звезды на Еебесноii сфере движутся по суточным паралле­
J1Я!I1, прнче:~-1 изменение часового углз звезды происходит пpo­

dt 
поршюнально времени, т. е. - =соп<>t. Движение искусствен­

ds 
Iюго спутника вокруг Земли совершается не по суточной 

dt 
параллели и - в связи с этим принимает разные значения в 

ds 
зависимости от п~раметров орбиты, характеризующих ее поло­
жение относительно станции наблюдений и положение на ней 
спутН!JКа. 

Искусственные спутники Земли по сравнению с планетами 
11 ззездами имеют большое собственное движение, для них 
характерны значительные параллактические перемещения. Эти 
обстоятельства требуют соответствующей модификации извест­
ных формул сферической астрономии в случае их использо­
В<JНIIЯ д.Ля решения задач космической (спутниковой) геодезии. 

Хотя широкое применение ЭЦВМ привело в последнее вре­
мя к отказу в ряде случаев от использования сферических 
систем координат, однако эти системы так же, как и приемы 

сферической астрономии, не утратили своего практического и 
методического значения. Формулы сферической астрономии 
могут использоваться для преобразованшr топацентрических ко­
ординат спутника в геоцентрические (и обратно), для вычис­
ления его координат в кульминации, при восходе и заходе, для 

вычисления моментов этих явлений. Эти формулы могут ис­
пользоваться при изучении перемещения подспутниковой точки 
по поверхности Земли, при изучении таких явлений, как спут­
никовая рефракция, спутниковая аберрация, при вычислении 
эфемерид спутника. Зависимость сферических координат от 
времени (особенно топоцентрических) требуется знать создате­
.'IЯМ аппаратуры для наблюдений спутников, а также специа-
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листам, выполняющим наблюдения, для задания необходимого 
режима работы этой аппаратуры при отележивании движения 
исз. 

В настоящей главе, там где 
это уместно, некоторые вопро­

сы рассматриваются с исполь­

зованием прямоугольных си­

стем координат. 

z 

Если не принимать во вни­
мание возмущения, то геоцент­

рическая траектория спутника 

на небесной сфере будет пред­
ставлять собой большой круг. 
Топацентрическая траектория 
спутника является сложной 
пространствеиной кривой. Ее 
проекция на небесную сферу 
на коротком отрезке времени 

~может аппроксимироваться ду­

той малого круга. Различие 
между геоцентрической и 
топацентрической траек­
ториями спутника показа­

Рис. 17. Траектория искусственного 
спутника на небесной сфере 

но на рис. 17. Большой 
круг на небесной сфере 
могут описывать трехос­

ные спутниковые камеры, 

для отслежшзания движе­

ния ИСЗ по малому кру­

z 

гу применяются четырех- N f----:-:Г7'L---Io;:--~~~ 
осные. 

Получим формулы, ус­
танавливающие связь гео­

центрического и топацент­

рического зенитных рас­

стояний спутника. Для 
этого обратимся к рис. 18, 

Рис. 18. К установлению зависимости 
между топацентрическим и геоцентриче­

ским зенитными расстояниями спутника 

на котором изображено 
положение спутника С в момент кульминации. Из tl ОМС нахо-
ДИМ 

t , г sin zc 
gzc = ' rcoszc- R1 

(III.l) 

r·де zc'- топацентрическое зенитное расстояние спутника в 
r<:ульминации, соответствующее геоцентрическому зенитному 

расстоянию zc. Для любого положения спутника, обозначая 
r 

- =k получим 
Н.о ' 

tgz' 
k sinz 

kcosz-1 
(Ш.2) 
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Обратимся еще раз к рис. 18, на котором изображена гео­
центрическая траектория спутника на небесной сфере (точка 
С- ку.1ьминация спутника). Из прямоугольного сферического 
~Z CS следует 

tgzc tg z s = --'=-=-­
соsдА 

(III.З} 

Топацентрическое зенитное расстояние спутника zs' в соот­
ветствии с формулой (III.2) и с учетом (III.З) будет 

k sin z8 
tgz~=----

kcosz8-1 

k tgzc 
(III.4} 

k cos дА - У cos2 дА + tg2 zc 

В формулах (III.З) и (111.4) 

~А =As-Ac. (III.5) 

Ес.Тiи ~~ А= О (спутник в кульминации), 

tg z~ = - k = - ;о . 
Для спутника, находящегося в горизонте пункта наблюде­

ний (zs' = 90°), в соответствии с (III.4), поаучим 

cos ~А = + tg zc (IП.б) 
- Yk2-1 

Еслн топацентрическая траектория спутника аппроксими­
руется на небесной сфере дугой малого круга радиуса r' (см. 
рис. 18), то зенитное расстояние любой точки этой дуги S/ 
будет вычисляться с помощью формулы 

t , tg z~ 
gz , = ---=--

sг cos дА 
kcsin zc (III. 7) 

(kc cos zc- 1) cos дА 

Раз н ость ~z = zs' -z~r' для спутника, движущегося по кру­
говой орбите на высоте 2000 км, составит при ~ А =30° 1,1° 
(при Zc= 15°) и 3,0° (при Zc=30°). 

Приведеиные выше формулы не учитывают сжатие Земли, 
ее вращение и эллиптичность орбиты. 

Последнее обстоятельство можно учесть, еслн в соответ­
ствующих формулах вместо r= const положить 
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§ 2. Перемещение траектории сnутника относительно nункта 
наблюдений вследствие вращения Земли 

Проекцию орбиты спутника на поверхность Земли назьша­
ют трассой полета спутника. Ее форма определяется величи­
нами i и Т. 

Если восходящий узел орбиты находится в точке Q, то для 
случая неподвижF.ой Земли и при отсутствии возыущений, 
спустя время Т (период обращения), спутник окажется в той 
же точке. Вследствие вращения Земли произойдет смещение 
восходящего узла по долготе к западу. За один оборот вели­
чина смещения составит 

т 
L\Л = 2:rt -- = T(f) ·""' , 

т ф 

где Т ffi- звездные сутки, 

скорость вращения Земли. 

ffi 

ffiEEJ=7,29211 .JQ-5 

(III.9) 

сек-1 - угловая 

Число витков, совершаемых 
по формуле 

спутником за сутки, получают 

2л; т$ 
n;::::::-=--

д'iv т 

где n- ближайшее целое число. 
Суточное смещение орбиты по долготе составляет 

L1Лсут = 2л - n · L1Л, 

nричем 

д 'А 
1 L1Лсvт 1 <: - 2- • 

(IП.IO) 

(III.ll) 

(III.12) 

Для нсподвижной Земли время прохождения спутником от­
резка орбиты от периген до точки К, находящейся на меридиа­
не с долготой Лк, составляет 

'-' 

L\Т=Тк-т= КП Т. 
2л; 

И1v.ея в виду известные соотношения 

получим 

М = v + 2е sin v - . . ' 
v = и---'- ffi, 

L1T =[и- ro+ 2esin (и- О))] Т, 
2л; 

(III.IЗ) 

(Ш.14) 
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а для малых эксцентриситетов. 

!:J.T=~T. 
2n 

(Ili.l5). 

Для определення величины и следует рассмотреть сфериче. 
с кий треугольник ~2SS' (рис. 19), из которого получаем 

ctg и~, cos' ctg !:J.Л. (III.I6) 

Зв время !-.Т пеледетвне вращения Земли точка К переме­
стiпся к востоку на угол 

fJЛ =!-.Т. 

Путь, который спутник пройдет от перигея до меридиана 
точки К. составит соответственно 

Р КП+8и. 
Используя в качестве исход· 

ной фор:v1улу (111.16), находим 

Рис. 19. К изучению перемеще­
ння траектории спутника отно­

сительно пункта наблюдений 

dи sin2 и . 
- =-~ --- COS L 
dЛ sin2 дЛ ' 

откула 

fJu = siп2 и cos i fJЛ. 
sin2 д"А 

Если 8u выражать в 
ной мере, а !-.Т в мин, то 

~ Л.Т 360 • sin2 и . 
uU = -- COSL. 

1440 sin2 дЛ 

Р<1сстояние 81l спутник пройдет за nремя 

~т . д Т Т sin2 и . 
u -=- -- COSl. 

1440 si n2 Д/, 

(III.I7) 

(III.I8) 

градус-

(III.I9) 

(III.20) 

Тшш:н образом, для прохождения спутником от перигея до 
меридиана точки К, с учетом вращения Земли, потребуется 
время 

(III.21) 

Для спутников с прямым движением бТ>О, с обратным-
8Т<0. 

Rремя между двумя последовательными прохождениями 
спутника через один и тот же меридиан с учетом (1 II .21) бу­
дет равно (без учета возмущений) 

!:J.Тк. =Т 1 + -- COSt • ( Т sin2 и ·) 
1440 sin2 дЛ 

(III.22) 
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§ 3. Зависимость сферических координат спутника от времени 

Прежде всего установим зависимость от времени аргумента 
JlJI!pOTЫ и. 

Известно, что (см. гл. II) 

и= (1) + v, 
v = М + 2е sin М-

Полагая движение спутника невозмущенным, т. е. ~;- =0 

de 
и -=О, получим 

ds 

du dM dM 
- =-- +2ecosM--. 

ds ds ds 

Если учесть, что 

то получим 

2:n: 
М= -(Тк -"t), 

т 

dM 2:n: 
Тsс::::.т, 

du 2:n: , М 
- = - ( 1 -- 2е cos ). 
ds Т ' 

(111.23) 

Из сферического треугольника QSS' (см. рис. 19) следует 

sin с5 = sin и sin i = ctg Q tg L\Л., (III.24) 

cos i = cbs с5 sin Q = tg ы .. ctg и. (III.25) 

Из формулы (III.24) находим зависимость от времени (s) 
геоцентрического склонения 

d{) 

ds 

cos usin i du 

cos б ds 
(III.26) 

Зависимость от времени прямого восхождения определяем, 
используя формулу (II.25), где L\Л.=L\a, 

Так как в L\QSS' 

da. 

ds 

cos2 .1.1. cos i du 

cos2 u ds · 

cos и = cos L\Л. cos с5, 

то вместо (II.27) можно пользоваться формулой 

da. cos i du 
ds = cos2 б ds · 

(III.27) 

(III.28) 

(III.29) 
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Для установления зависимости от времени геоцентрическиХ: 
горизонтных координат обратимся к рис. 20 и известной фор­
муле 

cos z = sin ер sin б + cos ер cos б cos t, (ПI.ЗО} 

где 

t =s-a. (III.Зl}· 

Дифференцируя (III.ЗO) по z, б, s и а, nолучим 

- sin zdz = sin ер cos бdб- cos ер sin б cos tdб- cos ер cos б sin tds + 
+ cos ер cos б sin tda, 

. dz [ . ~ . ~ t dб 
- SIП Z- = SIП ер COS u - COS ер SIП u COS ) - -

ds ds 

- cos ер cos б sin t + cos ер cos б sin t da • 
ds 

s 
Рис. 20. Параллакти­
ческий треугольник 

s 

о 

Рис. 21. Зона видимости 
спутника 

Из параллактического треугольника PZS на рис. 20 имеем­

sin ер cos б- cos ер sin б cos t = sinz cos q, 

cosбsint = sinzsinA, 

учитывая эти соотношения, nолучим 

- = cosepsш 1-- - cosq-. ~ . А( ~) . ~ 
~ ~ ~ 

(III.32)· 

da dб 
Подставим в (111.32) значения - и -, предварительно 

ds ds 
преобразовав (1!1.26) и (1!1.29) с помощью соотношений из 
L.\QSS' (Се\!. рис. 19), 

9?. 

cos и = ctg i ctg Q, 
cosi = cosбsinQ. 

(IП.ЗЗ} 

(III.34)· 



Принимая во внимание (III.ЗЗ) и (111.34), получаем 
do 

ds 

cos i du -, 
tg Q cos о ds 

(Пl.35) 

(III.Зб) 

Теперь формула (III.32) может быть преобразована к виду 

dz . ( . sin2 Q cos i \ du 
- = cos <р Slll А - cos <р Slll А --.- + cos q ) - = 
ds cos 1 tg Q cos о ds 

= cos<psшA- sшqcosu--.- + cosq . - = . ( . ~ sin2 Q cos Q cos i) du 

cos 1 sш Q cos о ds 

= cos <р sin А- (sin q sin Q + cos q cos Q) _!!!!:__ , 
ds 

dz . du - = cos <р Slll А - cos ( Q - q)- . 
ds ds 

(Ш.37) 

Первый член в nравой части формулы (III.37) равен ско­
рости движения звезды по зенитному расстоянию, второй -
обусловлен особенностями движения спутника на небесной сфе­
ре по сравнению со звездой. 

Взяв в качестве исходной формулу 

dA 
ПОЛVЧШ\1 -: 

• ds 

sinz sin А = sin t cos 6, 

sin z cos AdA -f- cos z sin Adz = cos t cos 6ds - cos t cos 6da­

- sin t sin 6d6, 

. А dA t ~ ( 1 da ) . t . ~ do 
SIПZCOS - = COS COSu -- -Sill Slllu --

~ ~ ~ 

. А dz 
-coszsш -, 

ds 

cos t cos о ( 1 _ da ) _ sin t sin б dб _ 

sin z cos А ds sin z cos А ds 

dA 

ds 

coszsinA dz 

sinzcosA ds 
(III.38) 

da do dz 
Подставляя в (III.38) значения ds, ds , ds и делая 

некоторые преобразования на основе соотношений из параллак­
тпческого треугольника, (1 II.38) преобраэуем к виду 

dA = costcosб ( 1 - sin2 Q du) _ siпtsinбcosi du _ 
ds sin z cos А cos i ds sin z cos А tg Q cos б ds 
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-coscpsin А 

dA 

ds 

cos z sin А -1- cos <р sin А cos z sin А .!!::!:._ ...L 

sin z cos А sin z cos А · ds 1 

1 cos z sin А dб -;-cosq -. 

cos б cos q 

sinz 

sinz cos А ds 

sin (Q- q) du 

siп z ds 
(III.39) 

Замечание относительно структуры формулы (III.37), толь­
ко применительно к азимуту, можно сделать и по отношению 

к формуле (III.39). 
Установим зэ.висимость от времени топацентрических гори­

зонтальных координат спутника. Взяв в качестве исходной 
формулу (111.2), получим 

___ dz' = (kcosz-1)kcosz+k2 sin2z~ 

cos2 z' ds (k cos z- 1)2 ds 
k2 -kcosz dz (III.40) 
(l-kcosz)2 ds · 

dz 
Подставляя теперь значение в соответствии с формулой 

ds 
{III.37), после преобразований, имеем 

dz' 

ds 

(cos z- k) cos <р sin А + (k- cos z) sin (Q - q) du 

1 1 ds 
k-2cosz+-,; k-2cosz+ k 

(III.41) 

Если пренебречь сжатием Земли, то А' =А, следовательно, 

dA' dA 

ds ds 
(III.42) 

§ 4. Условия видимости ИСЗ 

Наблюдения спутника возможны в том случае, если он на­
ходится над горизонтом пункта наблюдений. Пусть спутник S 
находится в некоторый момент в зените точки К земной по­
верхности (см. рис. 21). Тогда он будет :sиден с поверхности 
Землн внутри круговой зоны радиуса D, величина которого 
есть функция радиуса-вектора (r) спутника и вычисляется при 
nомощи формулы 

secD = -'- = k. 
Ro 

(Пl.43) 

Формула (III.43) не учитывает влияния астрономической 
рефракции, величина которой в горизонте р=Зб'-ЗУ По этой 
причине радиус круговой зоны будет увеличиваться на такую 
же величину, что в линейной мере составляет примерно 40 101. 

дJIЯ определения моментов восхода н захода и азимута 
.спутника в эти моменты обратимся к чертежу на рис. 22, где 
показан участок орбиты· и обозначена зона, внутри которой 
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.:путник будет над горизонтом для наблюдателя, находящегося 
в тr:Jчке с зенитом S. 

Рассмотрим сферический треугольник SKx. принимая во· 
Uii!J\l<JHИe, ЧТО 

lf 

cos (' х = sin i cos L~Лк , 

cos rrx с= cos i cosec (' х 

L1cp с= q> 1(- crx } 
Ы,к =~ 'Ак - Ag ' 

(Ш.44} 

(III.45)· 

где rрк, i.J(- географические координаты точки К. Запишем. 
;,.1я упомянутого сферического треугольника формулу котан­
генсов и формулу косинуса стороны 

- cos L1cp cos А ~.~ - ctg D sin L1rp + ctg L;\ sin А l 
cos D = со~ш cos L1u- sin L1cp sin L1u cos (' х J · 

Обозначим 

tg :=. ~ cos L1cp tg r х l (III.4 ?) 
tg чг ""' tg L1rp cos ( х J 
н на основе форr.1ул (111.-!6) 
ПO.lYЧIIM 

sin (А- :=:) = tg L1rp ctg D sin ::::, 
(III.48) 

cos ( L1u + ЧГ) ,.-. 

cosDcosЧГsecL1rp. (III.49) 

Формула {III.48) позво-
.1яет вычислить азимут в 

(III.46} 

l\iОМентвосхода, отсчитш:ный Рис. 22. Условия восхода и захода 
от точки севера, а {1 I I .49) спутника 
велwчину L1u, которая необ-

ходима для определения момента восхода. 

Аналогичным образом определяются величины А и L1и для­
момента захода спутника, когда он находится в положении S 1 

{см. рис. 22). 
В соответствии с рис. 22 получим, опуская промежуточные 

вык.Тiадки, 

sin (А- 2) = tg ~q> ctgD sin S } (III.SO)· 
cos (~и- ЧГ) = cos D cos 'l' sec ~q> • 

Для сJiучая, когда точка К лежит южнее орбиты, будут 
действительны формульi: 
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для восхода 

для захода 

sin (А- 3) == - tg Llcp ctg D sin 3 } 

cos (Llu- '1') = cos D cos 'Р' sec Llfp ' 

sin (А-З)=- tg Llcp ctgDsin З } 

cos ( Llu + '1') = cos D cos ЧГ sec Llfp · 

(III.51) 

(III.52) 

Аналогичный вид будут иметь формулы для случая, когл:а 
спутник находится вблизи нисходящего узла орбиты. 

Переходим к вычислению моментов явлений. В соответст­
вии с рис. 22 имеем 

Llи = их- u8 . (III.53) 

Из параллактического треугольника QxK' найдем 

cosux ~= ctgi ctgQx. (III.54) 

Из (III.53) с учетом (III.54) следует, что 

u5 = arc cos (ctg i ctg Qx)- Llu. (ПI.55) 

Можно воспользоваться другой форi\Iулой для Их 

ctg их = cos i ctg il'Aк , (III.56) 

ТО!'Д.а 

и5 = arc ctg ( cos i ctg Ll'Aк) - Llu. (III.57) 

По.1учив по (III.55) пли по (III.57) u8 , далее находим ис­
тинную аномалию 

v = us -(1). 

Момент восхода получается по формуле 

'-" 
кп 

Т БОСХ=--+ т. 
2n 

Формулу (III.59) можно привести к виду 

Твосх = _т_ [и5 - (t) + 2е sin (иs- (t))] + т. 
1440 

Аналогично определяют момент захода. 

(III. 58) 

(Ili.59) 

(III.60) 

Геометричесю:й смыс.1 величин 8 и 'Ф будет понятен, если 
обратиться к чертежу на рис. 22. 

Зная моменты восхода и захода спутника относительно 
горизонта пункта наблюдений, можно вычислить время, в те­
чение которого этот спутник находится в пределах прямой 
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i!Ндимости. Все остальное время суток он будет находиться в 
гени Земли. 

Обозначим види:vrую из пункта наблюдений часть орбиты 
спутника через 2!. тогда 

l = .1uвосх + ЧГ = .1Uзах- ЧГ. 

На основании приведеиных выше фор;-.tул 

cos l = cos D cos ЧГ sec .1(р. 

(Ili.61) 

(III.62) 

Время нахождения ИСЗ в пределах прямой вндимости 

(Ш.бЗ) 

С учетоы (III.61), (III.62) получим 

.1Т21 = - 7-· - [2! + 4е ( cos и cos l cos ЧГ- sin и sin l sin ЧГ), (Ili.64) 
1440 х х 

1·.re Их II<!ХОДЯТ при ПОМОЩИ (Ill.54) ИЛИ (!1!.56). 
Строго говоря, в полученный резуJ1ьтат следовало бы ввести 

поправку за скорость вращения Земли. Для наблюдателя, на­
ходящегося в пункте с ср=45° и ведущего наблюдения ИСЗ, 
·шижущегося на высоте 1500 км, эта поправка составит око­
.:ю 2"'. 

Рассмотренное условие является необходимым для наблю­
.tений спутников, но недостаточным. 

Для активных спутников следует учесть ограничение nри 
нх наблюдениях по зенитному расстоянию. Установлено, что не 
следует нз-за влияния рефракции в атмосфере наблюдения вы­
полнять на z> 70°-75°. 

При фотографических наблюдениях п<~ссивных спутников 
·1е.1о обстоит гораздо сложнее. Необходимо обеспечить такое 
ВЗ<l!!Мное расположение пункт- спутник- Солнце, чтобы бы­
:rо воз:vrожно фотографирование спутника на фоне звезд, в то 
i3ремя как Солнце находится под горизонтом на зенитных рас­

стояниях порядка 100-102°. 
Из рассмотрения должна быть исключена та часть орбиты, 

1rри движении по которой спутник находится в тени Земли. 
Практически во всех случаях можно удовлетвориться прибли­
женным решением, что позволяет считать Землю шаром и пре­
небречь эффектом полутени. При таких предпосылках тень Зем­
.rи будет иметь форму цилиндра, радиус которого равен ра­
:rиусу Земли R0. Обозначим зенитное расстояние Солнца, на­
().lюд;JЕ'мого со спутника, через z ~,,угол между направлениями 
11ентр Земл11- спутник и касательной к поверхности Земли, 
проведеиной из спутника, через х. 

Если 

x>zc:;. 
то спутник освещается Солнцем, 

4 Зак. lб51 

(III.65) 
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если 

x<zo, (III.6&) 

то спутник находится в тени Земли; причем 

x=zo (III.67) 

есть условие пересечения спутником границы тени Земли. 

!!СЗ 

Рис. · 23. К учету пребывания 
спутника в тени Земли 

Рис. 24. К выводу уравне­
ния тени 

В соответствии с рис. 23 угол х может быть определен с 
помощью формулы 

.. 1 RE 
cosx =- V 1----;z. (III.68) 

Обратимся теперь к чертежу на рис. 24. На этом рисунке 
точки S", S и Р являются проекциями на поверхность небес­
ной сферы соответственно Солнца, спутника и северного по­
люса. Из сферического треугольника S"SP находим 

cos z0 = sin 6 sin 60 + cos 6 cos 60 cos (ао- а) . (III.69) 

Для момента пересечения спутником границы тени Земли в 
соответствии с (III.67) можно записать 

sin6sin60 + cos6cos60 cos (ао -а)=-v·I- ~2Е • (III.70} 

Уравнение (111.70) называют уравнением тени. Его можно 
преобразовать, подставив вместо ао и <5о их значения, напри· 

мер, взятые из «Астрономического ежегодника», а вместо 
координат спутника а и 6 выражения вида 

а =Q+arctg(tgucosi) }· (III.?l) 
6 = arc sin (sin и sin i) 
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В конечном счете из решения уравнения (III.70), если спут­
ник попадает в тень Земли, могут быть найдены значения 
истинных аномалий (v=и-w), соответствующих моментам 
входа в тень и выхода из нее. 

Из теории движения спутника (гл. II) известна связь меж­
ду значениями истинной и эксцентрической аномалии. Зная 
последнюю, можно найти искомый момент по формуле 

(III.72) 

Решение рассмотренной задачи имеет важное значение не 
только для эфемеридной службы спутников. Моменты входа 
спутника в тень и выхода из нее необходимо знать для учета 
вJrияния на движение ИСЗ светового давления. С использова­
нием аналогичного математического аппарата решается также 

задача по определению условий освещенности планеты, что 
весьма важно знать при фотографировании ее поверхности с 
борта спутника планеты. 

Для бодее экономного расходования машинного времени и 
оперативного получения результатов пользуются графиками, 
на которых для интервадов времени, в которые планируются 

наблюдения спутников, фиксируют время нахождения спутни­
ка в тени Земли, наносят кривые моментов восхода и захода 
Со.1нца, а также кривые моментов сумерек и рассв·ета (для 
пекоторога заданного значения h=-10°, -12° и т. д.). · 

§ 5. Кульминация спутника 

Под кудьминацией спутника в пункте К будем поюiмаfь. та­
кое его положение на орбите, когда расстояние от проеkции 
точки К на небесную сферу до проекции спутника К1 будет 
:vшнИl\!аjrьным, т. е. KK1...l...SK1. · · · 

Для вычисдения момента кульминации необходимо сначала 
найти значение Инрьм. В соответствии с чертежом на рис. 22 

Ину ль м = Ивосх + arc cos (cos D cos чr sec А ер). (Ш. 73) 

Это же значение можно получить из рассмотрения,· Двух 
прямоугольных сферических треугольников QQxK' и хКК1 (см. 
рис. 22) 

Ину ль м = arc ctg (cos i ctg А'Ак) + arc tg (cos Qx tg А ер). (III. 74) 

Располагая значениями Uнульм и пользуясь формуJ10Й 
(III.60), находим момент кульминации. 

В соответствии с формулой (III.48) азимут в момент куль­
\IIпнации равен 

Аку ль м = arc siп (tg А ер ctg D sin S) . (Ш.75) 
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или с исilо.~ьзованием соотношений из !1хКК 1 

Анульм = 180°- arc ctg (cos д<р tg Qx)· (III. 76} 

Геонснтрическое зенитное расстояни~ в мо:о.~ент кульмина­
ции равно (из !1QxK' и !1хКК1) 

Zнульм = ккl = arc sin (sin 11<р sin i cos <р'Х sin дЛ). (IIJ.77} 

Топацентрическое зенитное расстояни~ находят по форму­
ле (Il1.2). 

§ 6. Прохождение И СЗ через меридиан пункта наблюдений 

Из рассмотренv.я рис. 25, на котором изображено прохож­
дение спутника через меридиан КК', находим геоцентрическое 

зенитное расстояние и величину 

Uк: 

Zx- Zк· = <рк-<rх, (III.78) 

А= 180° (в других случаях мо­
жет быть 0°)' 

tguк = tgux = tgдЛseci. (IIJ.79) 

Далее вычисляем момент про­
хождения через меридиан 

т т . 
к=•+ 1440 [ик-(1)+ 

Рис. 25. Прохождение ИСЗ через 
~еридиан и nараллель nункта 

т 2esin(uк-w)]. (III.80) 

В приведеиных формулах 

cos <rx = cos i cosec Qx } . 
cos Qx = sin i cos !1Л 

(III.81) 

§ 7. Прохождение ИСЗ через параллель пункта наблюдений 

и ф Qss/ 
з прямоугольного с ерическоr о треугольника 

sin Иnар = sin <р cosec i, (III.82) 

получив Инар, по формуле (111.60) вычисляем момент прохо­
ждения через параллель места. 

Азимут спутника (геоцентрический) в момбп прохождения 
нм параллели пункта наблюдений получаетси на основе фор­
мулы котангенсов из сферического треугольника Р KS (см. 
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рис. 25). Опуская элементарные промежуточные преобразова­
ния, имеем 

tg А = + sin МЛ. { Е . 
- sin <р (1- cos МЛ.) W 

(IIJ.83) 

При справедливости допущения о сферичности Земли вычис­
ленное по этой формуле значение азимутз будет также и топо· 
центрическим. 

Получим формулы для вычисления геоцентрических зенит­
ных расстояний спутников при прохождении их через пара.:1-
лсль пункта. При А= 90° из треугольника Р KS находим 

sin Zпар = sin бдЛ. cos rp5 , (III.84) 

причем 

МЛ = Л.s- 'Ак. (III.85) 

Не налагая никаких ограничений на величину А, находим 

cos г пар = sin2 qJ5 + cos2 qJ5 cos бдЛ.. (JII.86) 

Топацентрическое зенитное расстояние вычисляется по фop­
:viy.::~e (II 1.2). 

& 8. Параллакс спутника 

Геоцентрическое положение ИСЗ и его топацентрическое 
положение связывают формулы (оси координат параллельны) 

х =- х: + х] 
у=у+У. 
Z=Z'=Z 

(ПI.87) 

Переходя к сферическим координатам, получаем (ось х на-
правлена в точку у) 

r cos б cos а = r' cos б' cos а' + R cos Ф cos s ] 
r cos о sin а = r' cos б' sin а' + R cos Ф sin s . 
r sin б = r' sin б' + R sin Ф 

(ПI.88) 

Формулы (III.88) можно разрешить относительно топацен­
трических координат а' и о' и таким образом установить их 
зависимость от геоцентрических а и б. 

В сферической астрономии даются формулы, выражающие 
З<Jвисимость между экваториальными и горизонтными коорди­

натами. С использованием этих формул и соотношений (1 1 1.88) 
могут быть получены зависимости между топацентрическими и 
I'еоцентричсскими горизонтными координатами, которые выше 

были vстановлены другим путем. 
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§ 9. Влияние аберрации 

Фиксируя время Т в момент наблюдений спутника и получая 
в дальнеЙJUР.IV! его координаты, нужно учесть, что эти ко­

ординаты относятся к другому моменту Т'. Разность между 
моментами Т и Т' обусловлена влиянием спутниковой аберра­
ции и называется аберрационным временем 

д Т = Т- Т' = _!_ , (Ш.89) 
с 

где r- расстояние до ИСЗ, с- скорость света. 
При обработке наблюдений поправкой за аберрацию не 

обязательно исправлять момент. Можно ее учесть, исправляя 
непосредственно значения прямого восхождения и склонения, 

nричем 

да=~~ ·7 1· (Ш.90) 

М>=~._!_ 
dt с 

da dб 
Значения скоростей и -- можно получить из oбpa-

dt dt 
ботки негативов, используя прерывистые следы изображений 
спутников и производя соответствующие измерения. , , 

Само собой разумеется, что поправки за суточную И: ,~одич­

ную аберрацию должны быть введены в полученные на' основе 
каталогов координаты звезд. Формулы для этой цели при­
водятся в курсах сферической астрономии. 

§ 1 О. Спутниковая рефракция 

Все выводы относительно астрономической рефракЦИи в 
астрономии базируются на положении, согласно которому на­
б.тподаемые объекты находятся практически в бесконечности. 
Такой подход не приемлем в космической геодезии, особенно, 
если речь идет о сравнительно невысоких спутниках. 

О том, что влияние рефракции будет разным для звезды 
и спутника, свидетельствует рис. 26. Согласно этому рисунку 

Ps = р*- др, (Ш.91) 

причем 

(П1.92) 

где р о -средняя рефракция, равная . 
р" = 58,29"tgz-0,0668" tg3 z 

* 
. (III.93) 
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nри давлении 760 мм Hg и темnературе + 1 оа С, 
ро = 60,25"tgz-0,0682"tg3z 
• (111.94) 

nри давлении 760 мм Hg и температуре 0° С. Коэффициенты у 
н В учитывают отступления значений температуры и давления 
от стандартных. 

----- _ __.(5'0:. 

Рис. 26. Спутниковая рефракция 

«Параллактическаю> (спутниковая) рефракция (~р) по 
Вейсу равна 

др = k3 - 1 tg z sec z [1 + k4 (2 sec2 z + tg2 z)] (1 -е-О ,tзss h), (III.95) 
г 

где kз=435,0 ["/кмl и k4=-0,00IIЗ ["/км], е- основание на­
тураль.н;ых логарифмов, h- высота спутника в км. 

При h? 1000 км и z~45° можно пользоваться приближен­
ной формулой 

л " 2,33 t L1p=p -- gz. 
h 

(Ш.96) 

В формуле (III.96) ве:шчина !~ задается в метрах. 
Фор:~1улы, выражающие влияние рефракции на эJшатори­

альные координаты спутника, аналогичны формулам, пригод­
ным для звезд. Они могут быть взяты из соответствующих 
разделов курсов сферической астрономии, причем вместо р* 
них надо подставить ps. 



Глава IV 

МЕТОДЫ И АППАРАТУРА ДЛЯ НАБЛЮДЕНИй ИСЗ 
И ПРЕДВАРИТЕЛЬНАЯ ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ 

§ 1. Особенности наблюдений И СЗ 

Наблюдения ИСЗ обладают рядом особенностей по срзв­
нению с наблюдениями других небесных объектов. Прежде все­
го следует отмеп;ть, что спутники движутся на небесной сфере 
с большой скоростью, достигающей в отдельных случаях (в за­
висимости от высоты спутника) 1,0°-1,5° в сек. В связи с этим 
предъявляются высокие требования к точности фиксирования 
моментов наблюдений, ибо ошибка в моменте, равная O,OO!S, 
приводит к ошибке в положении спутника порядка 10 м. 

Использование оптических методов наблюдений требует ос­
вещения спутника Спутники могут быть освещены Солнцем 
и лучом лазера. Такие спутники, светящи~ся отраженным све­
том, н::tзываются пассивными. Спутники, имеющие на борту 
специальные лампы-вспышки или радиотехническую аппарату­

ру, нnзываются активными. Наблюдения пассивных спутников, 
освещаемых солнечным светом, возможны ограниченное в те­

чение суток вре:v~я (в сумерках). При этом в пункте наблюде­
ний Солнце уже находится под горизонто:.t, однако его удале­
ние от горизонтn не слишком велико, и спутник в снлу своего 

возвышения над горизонтом еще осв-ещается солнечными лу­

чами. Время видимости активного и п1ссивного спутников в 
зависимости от высоты при минимальном угле возвышения, 

равноr11 15°, приведенов табл. 1. 

Таблица 

Время видимости спутника (в ~) в течение одного оборота (h~l5°) 

Высота, Н"м 

Тиn сnутника 
1200 3000 6000 

Пассивный 

1 

23 38 51 
Активный 54 61 68 
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Приведеиные рассуждения не относятся к пассивным ИСЗ, 
освещаемым лазером. 

Изменение взаимного положения Солнца, пассивного спут­
ника и Земли будет приводить к из:v1енению его блеска (эф­
фект фазы). Блеск спутника будет изменяться также в резуль­
тате изменений отражений поверхности. Изменения блеска при­
ведут J< дополнительным ошибкам фотографических наблюде­
I:ИЙ ИСЗ. 

В случае большой скорости движения ИСЗ и при исnользо­
вании для его фотографирования на фоне звезд неподвижных 
камер или камер, отслеживающих движение звезд, получаем 

разновременные результаты фотографирования. В результате 
~того короткопериодические рефракции, обусловленные турбу­
лентными явлениями в атмосфере, будут смещать систематиче­
ским образом положения спутника относительно поля опорных 
звезд. По мнению специалистов турбулентные явления в атмо­
сфере ограничивгют точность фотографических наблюдений 
ИСЗ, не позволяя получить наnравления на н~го точнее 0,4-
0,5". При наблюдениях слабых спутников должны использо­
ваться специальные камеры, в когорых тем или иным способом 
осуществляется атслеживанне движения спутника. 

Радиотехнические методы наблюдений ИСЗ требуют осна­
щения спутников специальной аппаратурой, за исключением 
радиолокационного метода, когда спутник используется как 

пассинный ретранс.'lятор. В настоящее время этот метод не nри­
,\Iеняется при решении задач космической геодезии, так как 
дает результаты невысокой точности. 

§ 2. Классификация методов наблюдений И СЗ 

Методы наблюдений ИСЗ можно подразделить на оптиче­
Сii.Ие и радиоэлектронные (радиотехнические). 

К оптически!Vi методам относятся: визуальные, фотографи­
ческие, фотоэлектрические и лазе!)ные наблюдения. 

К радиоэлектронным методам относятся: интерференцион­
ные, доппелеровские и дальномерные наблюдения. Кроме того, 
сушествуют комбинированные методы радиоэлектронных на­
блюдений. 

Оптические методы наблюдений требуют наличия прямой 
видимости пункт-спутник и определенного взаимного положе­

Шiя между пунК1·ом, спутником и Солнцем. Последнее требо­
вание вносит особые ограничения при наблюдении пассивных 
спутников. Радиоэлектронные методы могут применяться в лю­
бых rv1етеорологнческих условиях (в дождь, туман и т. д.) и 
в любое время суток, в этом смысле они являются более уни­
версальными. 

Визуальные Н6блюдения не обеспечивают точность, доста­
точную для использования результатов этих наблюдений в гео-
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дезических целях. Они ведутся теодолитами, кинотеодолитами, 
простейшими телескопами. Полученные данные используются 
для определения предварительных элементов орбиты и могут 
быть полезны на начальной стадии сvществования ИСЗ. · 

Простейшим телескопом, nрименя-вшимся для наблюдений 
спутников в СССР при первых их запусках, являлась астро­
номическая трубка АТ-1 (увеличение 6х, диаметр объектива 

50 м м, поле зрения 11 °). 
Аналогичные телескопы 

l 
L. j 

.~--·-·---·' )\ .1 

?не. 27. Кинотеодолит Аскания 

применялись в США. Точ-
ность наблюдений такой аn­
паратурой не превышала 
О, 1-0,38 по времени и 0,2--
0,30 по положению. 

Более высокую точность 
удавалось получить при ви­

зуальных наблюдениях тео­
долитами Вильд Т-3, I\ерн 
ДКМ.-3, Керн ДКМ-3А, Ас­
кания TPR и некоторыми 
другими, особенно в том 
случае, если эти теодолиты 

были снабжены специаль­
ным оборудованием для ре­
гистрации моментов наблю­
дений, фотографирования 
отсчетов кругов, уровней и 
поля зрения трубы. 

Наиболее пригодным д.'Iя 
визуальных наблюдений яв-
ляется инструмент типа ки­

нотеодолит, имеющий трубы-искатели и электромеханический 
привод, что позволяет отслеживать движение спутника и наблю­
дать его в течение одного прохождения многократно. Отсчеты 
кругов и поле зрения при этом фотографируются. Примерам 
подобного :Инструмента является кинотеодолит Аскания (рис. 27). 

Однако применение теодолитов и кинотеодолитов позволяет 
в .1учшем случае обеспечить точность наблюдений 10-20" по 
положению и 0,0, 18- 0,028 по времени, чего также недостаточно 
для использования этих данных в геодезических целях. 

§ 3. Фотографические наблюдения спутников 

Наиболее широкое распространение получили фотографиче­
ские наблюдения ИСЗ, так как долгое время ни один другой 
метод не мог с ними конкурировать по точности. Однако бур­
ное развитие сначала допплеровских, а затем лазерных наблю­
дений: отодвигает эти методы ЛQ точности на в~орое место. 
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Фотографические наблюдения документальны, позволяют в 
случае необходИl\юсти многократно повторять измерения. По­
ложения ИСЗ на снимке определяются путем привязки к опор­
ным звездам в системе некоторого звездного каталога. Широ­
кому применению фотографического метода в нсм2лой степени 
способствовал почти полувековой опыт, накопленный астроно­
мами в области теории и практики фотографической астро­
метрии. Вместе с тем отмеченные выше особенности наблюде­
IIИЙ ИСЗ потребовали внесения в классические методы и 
приеl\IЫ фотографической астрометрии существенных I<аррек­
тив. Эти коррективы затронули аппаратурные вопросы, мето­
дику наблюдений, приемы обработки и т. д. 

Эффективность фотографического телескопа при 
ции дю~жущегося точечного объекта выражается 

SD2 
Э=--

rodF' 

регистра­

форУiулой 

(IV.l) 

где S- чувствительность фотоэмульсии; (J)- угловая сi<орость 
объекта, d- кружок рассеяния фотоэмульсии, D- диаметр 
объектива, F- фокусное расстояние телескопа. 

Применяя достаточно светосильную систему большого диа­
метра в сочетании с чувствительными приемниками излучения 

(фотопластинка, фотопленка, электронно-оптический преобра­
зователь, телевизионная система), можно наблюдать весьма 
с.rJабые ИСЗ. Важное значение имеет также контрастная чув­
ствтпельность установки, особенно при наблюдениях в сумер­
ках, когда при коротких экспозициях возникает опасность, что· 

на снимке не получится достаточного ко,'!ичества звезд. 

Требования к параметрам фотографических камер являются· 
противоречивыми. 

Учитывая, что масштаб фотографического изображения 
равен 

т"= _I_p" 
F ' 

(IV,2) 

можно заключить, что для повышения измерительных качеств 

изображения фокусное расстояние камеры F должно быть до­
статочно большим. 

На снимке должно получиться достаточное для решения 

задачи количество опорных звезд. В этой связи доJiЖНЫ быть 
сформулированы требования относительно размеров поля зре­
ния камеры и величины действующего отверстия D или отно­
сительного отверстия DfF. 

Для вычисления размеров поля зрения камеры применяется 

формула 

2 а о 

а= -рР' 
(IV.З) 

г де а - сторона снимка. 
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В соответствии с формулой (IV.З) фокусное расстояние не 
должно быть слишком большим, чтобы обеспечить достаточные 
размеры поля зрения. 

При одной и той же выдержке будет получаться тем ·боль­
шее количество звезд, чем больше будет диаметр действующего 
отверстня объектива. 

Повышение измерительных качеств получаемых снимков 
предполагает также максимально возможное устранение эбер­

раций объектива по всему полю. Исключение обычно состав­
ляет дисторсия, так как одновременное исправление ее и сфе­

рической аберрации для значительного поля практически не­
возможно. Поскольку поправки за днеторсию с высокой сте­
пенью точности можно получить в результате специальных ис­

следований, предпочитают исправлять сферическую аберрацию 
и получать резкие изображения. 

Согласно расчетам, выполненным в Смитсоннанекой астро­
физической обсерватории (SAO) США, камера для наблюде­
ния спутннков не должна иметь параметры меньше следующих: 

F=400 мм, D= 100 мм, 2cr=5X 10° (10°- вдоль следа ИСЗ). 
Прелпочтительнее однако, если F= 1000 мм, D= 150-200 мм. 

Для фотографирования использовались и используются как 
модифицированные камеры, в первоначалыюм варианте приме­
:нявшиеся для других целей (НАФА-3с/25, Вильд ВС-4 и т. д.), 
так и специально созданные спутниковые камеры (Бейкера­
Наина, АФУ-75, ВАУ, SBG и т. д.). 

Все камеры, используемые для наблюдений спутников, 
можно разделить на две группы. Камеры одной из этих групп 
НЕ: отслеживают движение спутника. Они могут иметь азиму­
тальную или экваториальную монтировку. В последнем случае 
камера может отслеживать суточное движение звезд, что поз­

воляет получать на снимке более слабые звезды. Вторую груп­
пу образуют следящие камеры. Эти камеры имеют трехосную 
или четырехосную монтировку. Как правило, неследящие ка­
меры более портативные и дешевые. Иногда фотографические 
камеры для наблюдений спутников делят на три группы: 
азимутаJiьные (неподвижные), экваториальные (звездные) и 
следящие. 

В зависимости от режима съемки получаются разные сним­
ки (рисунки 28. 29, 30). 

При наблюдениях камерой, отслеживающей движение 
звезд. на снимках получаются звезды, яркость которых на 3 ве­
личины меньше, чем в случае использования неподвижной 
камеры. Соответственно при наблюдениях камерой, отслежи­
вающей движение спутника, получаем преимущества в 5 звезд­
ных веmiчип по сравнению с камерой неподвижной. 

Отележиванис движения ИСЗ и тем самым интегрирование 
световой энергии в определенной точке фотографической пла-
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.стинки (п.'!енки) может осуществляться в разных камерах од­
ним ИС! следующих методов: 

1) по малому кругу путем перемещ~ния камеры (четырех­
осная монтировка); 

2) по большому кругу путем перемещения камеры (трехос­
ная монтировка); 

3) путем использования плоско-параллельной пластинки; 
4) путем перемещения кассеты или пленки. 

' ' 

1 :' :/: 
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:/ 

Рис. 28. Фото­
графи'lеские 
наблюдения 

спутников. Ка­
мера неподвиж­

на 
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Рис. 29. Фото­
графические 
наблюдения. 
Камера отсле­
живает движе­

ние звезд 
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Рис. 30. Фото­
графические на­
блюдения. Ка­
мера отслежи­

вает движение 

спутника 

Для контро.rrя наведения на спутник и обеспечения необхо­
димого режима слежения некоторые- камеры имеют телескоп­

гид (АФУ-75, ВАУ, SBG). 
Следящие камеры не только позволяют фотографировать 

·более с.'!абые спутники, а также позво.rrяют получать большее 
количество снимков за одно прохождение. 

Камеры для фотографических наблюдений ИСЗ снабжены 
специальными затворами, с помощью которых задается необ­
ходимая продолжительность экспозиции. Многие из них имеют 
обтюраторы для прерывания следов спутника и звезд на фото­
пленке (фотопластинке), что обеспечивает временную привязку 
снимков. 

Данные о некоторых фотографических камерах для наблю­
дений ИСЗ приводятся в табл. 2. 

Рассмотрим подробнее устройство нескольких наиболее 
мощi-IЬIХ и распространенных СJlедящих камер. 

Камера АФУ-75 (СССР). Камера создана в 1965 г. на стан­
ции наблюдений ИСЗ при Рижском государственном универ­
ситете М. Абеле и К. Лапушкой. Основой для ее создания по­
с:Iужила создаl:!ная теми же авторами в 1960 г. камера 
ТАФО-75. В настоящее время камера АФУ-75 выпускается 
промышленностью серийно и используется как в нашей стране, 
так и за рубежом. Монтировка камеры четырехосная (рис. 31), 
что позволяет отслеживать спутник по дуге малого круга. Ka­
!\repa представляет собой телескоп с семилинзовым объективом 
·типа «Уран- 1 6», относительное отверстие Dj F = 1 : 3,5. Фокусное 
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;; Фотографические камеры длSt наблюдения ИСЗ 
Таблица 2 

Действую-
Фотоматериал и Масштаб в 

Cr.cд.rllш! с 
Страна -изгото- Фокусное рассто- щее отвер- Поле зрения, достш-IIУ· Название ~амеры 

витель МонтиJJОВ!{а 
ЯIIИС, см стне объ- градус·хградус размеры снимка, центре той точн~с 

~ .... 
ектива, см мм снимка, мм Tll, " 

-

Неследящие камеры 

НАФА-3с/25 СССР Двухосная 25 10 50Х30 Пленка 825 
1 3--4 ФАС СССР » 48 25 10Х7 Пластинка 430 1,5--3,0 

MOTS-24 США » 60 10 » 344 
MOTS-40 США » 101,6 20,3 !Ох 10 » 202 

1 1~2 203Х254 
РС-1000 США » 100 21 !ОХ!О Пластинка 206 

2I5xi90 
lGN-1964 Франция » 30 6,7 35х35 Пластинка 685 

1 

2-4 
Wild-BC-4 Швейцария » 45 11 ,5 25х25 (( 460 -

30,4 11 ,5 35Х35 (( 675 2 • 215xi90 
ВМК А 30f23 ФРГ » 46,3 23 3Охзо Пластинка 445 
Хьюита Англия » 91,5 14,8 14Х14 (( 225 1 1 
Шмидт Англия » 60 63 IOX!O Пластинка 240 1 1 ' J 

206Х249 
Цейсс ГДР » 100 20 4,7Х3,5 - 225 
Позвань 2 ПНР » 100 14 8Х6 - 206 
Шмидт Финляндия » 103 34 5х5 - 200 
Малая Япония » 66 13 12XI2 Пластинка 345 
Шмидт Япония » 7G 42 (( 260 

Сдедящие 

АФУ-75 СССР Четырехосная 76 21 15xJo Пленка 275 

1 

1-2 
ВАУ СССР Трехосная 70 50 30Х5 ({ 294 -
Baker-Nunп США ) 53,5 53,5 36х5 « 385 2 

56Х3ОО 
SBG ГДР Четырехосная 7G 42,5 i6X6 Пластинка 260 
Aпtares Франция Трехосная 90 30 liXII - 229 1 2 



расстояние равно F=736 мм, поле зрения IOX 14°. Имеется 
телескоп-гид (D= 120 мм, увеличение 8 и 20Х, им соответствует 
1толе зрения 6 и 3°). Гид необходим для контроля наведения 
основного телескопа (каме­
ры) на спутник и для контро­
~я соответствия скорости ком­

nенсации и реальной скорости 
движения спутника. Вся каме­
ра смонтирована на ориги­

на~ьной экваториальной плат­
форме (рис. 32). Эта платфор­
ма предназначена для отеле­

живании суточного движения 

звезд в течение 2-3 мин. 
В фокальной плоскости ка­

уеры установлен механизм 

компенсации сдвига изобра ­
жсния спутника. Механизм 
I<О:\шенсации представляет со­

бой металлическую раму. В 
ней закреплено плоскопарал­
лельное стекло. К удаленной 
от объектива поверхности 
стекла, являющейся фокаль­

Рис. 31 . Камера АФУ-75 

ной плоскостью, при помощи металлической пластины прижи­
мается пленка. При помощи синхронного двигателя рамка с 
пленкой может перемещаться по направляющим через 3, 6, 12 
тми 18 мм (общее персмещение 36 мм). 

Рис. 32. Экваториальная nлатформа камеры АФУ-75 
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Аналогичный синхронный двигатель приводит в .:tвижение 
телескоп-гид. 

В кассете nо!V!ещается 29 м nленки ( 11 О негативов) шириной 
190 мм. 

KaмeptJ АФУ-75 обесnечена автономной службой времени, 
куда вхол.ят кварцевые часы, осш1.1Лограф и рад.ноприемник. 
В кассете установлен фотохронограф. 

Масса установки 350 кг, габариты 1,5Х3 м, электропитание 
от сети 220 В, 50 Гц, необ­
ходимая мощность 2 кВт. 

С помощью камеры мож­
но фотографировать актив­
ные ИСЗ, яркие nассивные 
ИСЗ, сnутники малой ярi<О­
сти как быстрые, так и мед­
ленные. Для кажJ.ого слу­
чая отработаны определен­
ные режимы работы камеры . 
Таким образом, АФУ-75 nо­
зволяет фотографировать 
сnутники от 3 до 10 звезд­
ной величины, захватывая 
до 120° видимой дуги орби­
ты . 

Рис. 33. Камера ВАУ 
Камеры АФУ-75 исnоль­

зуются для набЛiодений в 
СССР, ЧССР, НРБ, МНР, ВНР, на Кубе, в АРЕ, Сомали и ря­
де других стран. 

Камера ВАУ (СССР) nредназначена для наблюдений спут­
ников и далеrо·rх искусственных небесных тел . Камера ВАУ 
(рис. 33) имеет трехосную экваториальную монтировку, что 
nозволяет отслеживать движение сnутника. Одна ось - часо­
вая- направлена в полюс мира, вторая- ось ск.1онений­

позволяет ориентировать третью орбитальную ось в точку с 
Jrюбым склонением. Отележиванне мсжет осуществляться со 
скоростями от О до 6000" в сек. При этом камера вращается 
вокруг орбитальной оси со скоростью видимого движения спут­
ника, а вокруг часовой оси - со скоростыо суточного вращения 
небесной сферы. 

Монтировка к1:1меры позволяет получить опорные звезды в 
виде точек в непосредственной близости от изображения спут­
ШII<а и тем самым ослабить влияние деформации пленки. 
В этом заключается nреимущества ВАУ перед камерой Бейке­
ра-Наина (США), оnисание которой будет дано ниже. 

Объектив камеры «Астродар» рассчитан в Пулковекай аст­
рономической обсерватории Д. Д. Максутовым и М. А. Сосни­
ной. Действующее отверстие объектива 500 мм, фокусное рас­
стояние 700 мм, диаметр основного зеркала 1070 мм, эффек-
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тJrнное относнтеJ!ьное отверстие 1 : 1 ,8, поле зрения 5 Х 30°. 
Фокальная поверхность сферическая. Фотографирование про­
rrзводJпсн на п.1енку шириной 70 мм, фор~1ат кадра 60Х360 мм. 
И:vrеются два затвора: обтюраторный н створчатый. Обтюра­
торный затвор позволяет получать прерывистые следы спутни­
ка или звезд и обеспечивает временную прнвязку. Створчатый 
затвор ограничивает число 

штрихов на снимке. 

Камера снабжена тремя 
визирами со сменными уве­

:шчения ми 25, 50 и 1 о ох 
(поле зрения соответственно 
2°40', 1 °24' и 52') и фотоги­
дам и. Работа камеры авто­
:vrатизирована. Управление 
работой осуществляется с 
центрального пульта на ос­

нове заранее составленной 
программы наблюдений. 
Программное устройство по­
зволяет фотографировать 
спутник в 12 точках види­
NIОЙ траектории в автомати­
•rеском режиме. 

Служба времени состоит 
нз двух кварцевых генерато­

ров, трех параллельна рабо­
тающих делителей частоты, 

Рис. 34. Камера Бейкера-Наина 

радиоприемника, блока электронной школы времени, электрон­
ных часов, механических часов и электроннолучевой трубки. 
Два генератора дублируют друг друга. Частота генераторов 
5 мГц, стабильность частоты j.jQ-8 за 48 ч непрерывной рабо­
ты. Наличие развертки электроннолучевой трубки позволяет 
отсчитывать время до 0,0001 8 . 

Работая в разных режимах, камерой можно фотографиро­
вать слабые спутники, имеющие быстрое движение, нркие 
спутнчки, слабые медленные спутники, космические зонды и 

другие далекие Еосмические объекты. Выбор режима фотогра­
фирования обусловлен яркостью и скоростью движения объек­
та. Камерой могут наблюдаться спутники до 12"'. 

Камера Бейкера-Наина (США) была первой большой спут­
никовой следящей камерой (создана в 1956-1957 rr .). Она 
11меет трехосную монтировку (рис. 34 ) и может отслеживать 
движение спутн<~ка по дуге большого круга со скоростями от 
О до 7000"в сек. Оптическая система камеры может быть отне­
сена к модифицированной системе Шмидта (рис . 35). Диаметр 
действующего о1верстия 51 см, фокусное расстояние 5I см, 
поле зрения 30 Х 5°, фокальная поверхность--- сферическаjt. Об-
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тюратор, устгневленный перед фокальной поверхностью, пре­
рывает следы звезд и спутника, затвор регулирует продолжи­

тельность экспозицv.и и задает ее начало. На начальном этапе 
эксплуатации камеры для временной привязки применялись 
кварцевые часы Нормана, замененные в 1965-1966 гг. атом­
ными, что позволило обеспечивать точность в 0,0001 8 • Камера 

Рис. 35. Опшческая систе:;tа камеры Бейкера-Наина 

может работать в разных режимах, выбор которых зависит от 
яркости и скорости движения спутника. 

Систеrv:атические обширные наблюдения, выполненные на 
12 станциях камерами Бейкера-Наина, послужили ученым SAO 
для вывода геодезических параметров «Стандартной Земли 
1966». 

Камера SBG (Satellitenbeobachtungsgerat, ГДР) изготав· 
ливается фирмой К. Цейсс, йена. Конструктор камеры 
М. · Штейнбах. Камера имеет четырехосную монтировку 
(рис. 36). Две сси образуют обычную азимутальную установку 
и позволяют направлять в полюс орбиты спутников третью ось. 
НалИчие четвертой оси дает возможность отслеживать движе­
ние спутника по малому кругу, так как камера может откло­

няться от перпендикуляра к третьей оси. Оптическая система 
камеры является системой Шмидта (рис. 37). Диаметр вход­
ного отверстия 425 мм, фокусное расстояние 760 мм, диаметр 
коррекционной пластинки 150 мм. Имеется телескоп-гид. В от­
личие от камер, рассмотренных выше, фотографирование вы­
по.тняется на пластинках размером 9Х 12 см. Слежение за 
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спутникам11 может осуществляться автоматически, по заданию 

на перфоленте, выдаваемой специальной ЭВМ. При этом, кро­
ме движения с<-мой камеры, используется Jвиженис кассеты 
с пластинкой. В результате отслеживания спутник получается 
на снимке в виде точки, а звез-

ды- в виде штрихов. 

Камера позволяет фотографи­
ровать объекты, яркость которых 
составляет 10-·- 12111 • 

Камера «Антарес» (Франция) 
создана в 1967 г. по проекту 
П. Мюллера. Монтировка камеры 
экваториальная. Камера и гиды 
установлены на платформе, кото­
рая может вращаться вокруг 

третьей оси со скоростью от 2 до 
7000" в сек. Можно нак .. тонять 
ось камеры от перпендикуляра к 

третьей оси на угол до 6°. Объ­
~ктив камеры шестилинзовый, его 
диаметр 300 м, фокусное расстоя­
ние 900 мм. Имеетсн обтюратор, 
I\Оторый прерывает следы спут­
ника и звезд и обеспечивает ре­
гистрацию времени наблюдений 
до 0,0001 8 • Размер кадра 18 Х 
X l8 см (11Xll 0 ). При работе 
неподвижной камерой получа­

.* 

l ... 

Рис. 36. Камера SBG 

лись изображения спутников до S,Sm звездной величины. В ре­
жиме слежения камера обеспечивала наблюдения спутников 
Di ~ deme, имеющих 9-звездную вел11чину. 

% 
д!f+.----788,! --------J 

.% 
~ 
'-<) .% 1 .% 

f,;:" 

_% 

% -x- t-J. 
Рис. 37. Оmическая система камеры SBG 
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Не .пиш~ны перспектины методы наблюдений спvтников, ос. 
новаиные на использовании фотоэлектрического эф-фекта. Осо­
бенно важное значение имеет возможность избавиться от обтю. 
ратаров при фиксировании моментов наблюдений и таким 
образом исключить влияние всякого рода механических ошибок, 
возникающих при их работе. 

Так, например, Тсубокава (Япония) сконструировал камеру 
на экваторР.альной установке (F= 100 см, D=20 см). Так как 
камера отслеживает суточное движение звезд, то их изобра-: 
жения на фотоп.r1астинке nолучаются в виде точек. Для вре-. 
менной привязки перед фотопластинкой устанавливается девять 
призм (оптических «ножей») с фотоумножителями по бокам. 
Свет, попадающий на фотоумножители от движущегося перед 
·объективом камеры спутника, создает фототок. В результате 
использования разностной схемы включения фотоумножителей 
образующийся на выходе сигнал имеет синусоидальный харак­
тер. Точка пересечения синусоиды с осью абсцисс соответствует 
моменту, когда изображение спутника находится на «лезвии» 
оптического «ножа». 

В других камерах (Япония, Англия) применение фотоэлек­
трической регистрации осуществляется с использованием свето­
непроющаемых пластинок с системой нанесенных на них 
щелей. 

·§ 4. Обработка фотографических наблюдений 

Изображение участка звездного неба на снимке, получен­
ном при помощи фотографической спутниковой камеры, яв- , 
.пяется центральной проекцией фотографируемой области из 
второй главной точки объектива на плоскость снимка. Большие 
круги небесной сферы изображаются на снимке прямыми ' 
JlИНИЯМИ. , 

Пусть первая и вторая главные точки объектива совпадают 1 

и обозначены на рис. 38 0 1• Построим с центром в этой точке 
небесную сферу радиусом, равным фокусному расстоянию F. 
Пересечение перпендикуляра, опущенного из точки О1 на плос­
кость снимка, называется оптическим центром снимка (точка 
О). Допустим, что снимок касается построенной небесной 
сферы n точке О, т. е. 0 10=F. Если на небесной сфере в точке 
S' находится звезда (спутник), то ее изображение на снимке 
будет находитьсs; в точке S. 

Точка О' на небесной сфере соответствует опТI1'Iескому цен­
тру СНIЕ\Ша. И.з рис. 38 следует зависимость между угловым 
расстоянием звезды от точки О' (а) и .тинейным расстоянием 
(s) между соответствующими точками (S и О) на снимке 

s = F tg а, (IV.4) 

Зависимость (1\'.4) называется законом тангенса. Этот закон 
вьrпо.1няется только поиближенно из-за влиянР.я ошибок объ-
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ектива, дифференциальной рефракции, дифференциальной 
аберрации, атмосферной дисперсии, внешней среды и уравне­
ния яокости. 

Основными ошибками (аберрациЯми) объектива являются: 
Lферическая аберрация, ко.ма, дисторсuя, астигматизм и кри­
визNа поля, хроматическая аберрация и призматичNость объек-

~ 

/ 
/ 

Р' --

о' 

Рис. 38. К установлению зависимо­
сти между экваториальными и иде­

альными координатами 

тиАа. Влияние аберраций увеличивается с удалением от опти­
ческой оси (оптического центра на снимке) и с возрастанием 
светосилы объектива. Большинство аберрациИ устраняется ис­
nользованием специальных конструкций 'оптических систем и 
их тщательным научным расчетом. 

Наибольшую опасность для фотографических наблюде­
ний из неисправленных аберраций имеет дисторсия. Днеторсия 
заключается в нарушении центральной проекции для поля изо­

бражения на снимке. Из-за влияния днеторсии вместо закона 
тангенса (IV.4) зависимость между s и а выражается формулой 

s=ftga+v1 tg3a+v2 tg5 a+ ... , (IV.5) 

где v1 и v2 - коэффициенты дисторсии. При наблюдениях 
спутников, как правило, бывает достаточно сохранять в фор­
муле (I\T.5) лишь два члена. Чтобы иметь возможность испран­
·'Iять результаты наблюдений поправками за дисторсию, значе­
ние коэффициента v1 определяют из специальных исследований. 

Измерение Еегатинов, полученных при наблюдениях спут­
ников, произнод111ся на координатно-измерительных нриборах 
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типа УИ;\1, KИivl, СИП, «Комесс», «Аскорекорд» и др. Инстру..: 
ментальная точность измерений на этих приборах составляе? 
1,0-1,5 мкм. Негатив помещается в измерительном при боре. 
так, чтобы эму,1t-t::!юнный слой был повернут в сторону объек­
тива измерительЕого микроскопа. В результате измерений по­
JJучают положение опорных звезд и спутника на снимке в неко­

торой прямоугольной системе координат х, у. Эти координать1 
принято называть измеренными. Ориентация снимка в коорди­
натно-измерительном приборе, а следовательно, и система ко­
ординат х, у могут быть, вообще говоря, произвольными. Од­
нако удобнее за ось х принять прямую, параллельную следу 
спутника на снимке. В качестве началз координат системы х, у· 
может быть принят геометрический центр снимка. 

Положение спутника на снимке получается с ошибкой по­
рядка 1,6 мкм, если используются пластинки, и 2,3-3,0 :VIK:V!, 

если он фотографируется на пленку. Положение звезд получа­
ются несколько точнее. В настоящее время в практику обра­
ботюr фотографических наблюдений вн~дряются автоматиче­
ские измерительные машины. В них микроскоп снабжается 
фотоэлектрической насадкой с фотоэлеыентом. В зависимости 
от плотности изображения возникающий в фотоэлементе ток 
имеет разную амплитуду. Соответствующие сигналы подаются· 
на моторы, персмещающие микроскоп и снимок до тех пор. 

пока не будет выполнено наведение на объект. Результаты из­
мерений, преобразованные в координаты х и у, пробиваются 
на перфокарты пли перфоленту. Применяя авто!V!атическую из­
мерительную машину, можно уменьшить ошибку наведения в 
2'-3 раза и определять положение ИСЗ с ошибкой 0,5 мкм. 
Кроме того, обработка происходит гораздо быстрее. 

Связь идеальных координат с экваториальными. По изме­
ренным на снимке прямоугольным координатам х, у звезд и 

спутника, а также по известным нз звездного каталога коор­

динатам (щ и бi) опорных звезд необходимо определить эква­
ториальные топацентрические координаты спутника (ас и бс). 
L(ля решения этой задачи вводится специальная система коор­
динат ~ и '11· Эти координаты разные авторы называют идеаль­
ными, стандартными и тангеrщиальными. Впервые их ввел для 
обработки фотографических наблюдений английский астроном 
Тернер в 1893 г. В идеальной системе (см. рис. 38) началом 
является оптический центр снимка. Ось 11 совпадает с изобра­
жением на снимке круга склонений, ось ~ ей перпендикулярна. 
Направления осей s и 'I'J соответствуют возрастанию прямых 

восхождений и склонений. 
Для установления связи между экваториальными и идеаль­

ными координатами покажем на небесной сфере (см. рис. 38) 
положение полюса мира и обозначим координаты оптического 
центра О через А0 и D0• БудеlУf считать, что закон тангенса 
строго соблюдается, а искажения, вносимые фотографически!'<r. 
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,11етодом, учтем позднее (при переходе от идеальных коорди­
J![lТ к измеренным). 

В единицах фокусного расстояния в соответствии с рис. 38 
н: .. rеем 

~ = tgasine } 
1'] ~= tg а cos е . (IV.6) 

Для сферического треугольника PO'S' можем записать 
группу формул 

cos а = sin б sin D 0 + cos б cos D 0 cos (а - А0) ] 
sinasine=cosбsin(a-A0) • 

sin а cos е = sin б cos D0 - cos б sin D0 cos (а- А0) 
(IV.7) 

Разделим второе и третье уравнения на nервое и подста­
[JJIМ полученные значения tg asin 8 и tg acos 8 в (IV.6), тогда 

~ = cos б siп (а- А0) 
sin {j sin D0 + cos б cos D0 cos (а- А0) 

ctg {j sin (а- А0) 

sin D0 + ctg б cos D0 cos (а- А0) 

sin б cos D0 - cos б sin D0 cos (а- А0 ) 

1'] = sin б sin D0 + cos б cos D0 cos (а- А0) 
cos D0 - ctg б siп D0 cos (а - А0) 

sin D0 + ctg б cos D0 cos (а - А0) 

) 

~ о (IV.8) 

Опустим из точки S' (см. рис. 38) сферический перпенди­
куляр на сторону О' Р. Склонение основания этого nерпенди­
куляра К обозначим q. Из треугольника S' КР следует · 

ctg q = ctg б cos (а- А0). (IV.9) 

С учетом (IV.9) из формул (IV.8) после несложных пре­
образований по.'Iучим идеальные координаты звезды S' 

~ = ctg q tg (а - А0) ] 

cos (q- D0 ) • 

1'] = tg(q-D0 ) 

(IV .10) 

Получим формулы для перехода от идеальных координат 
(G и YJ) к экваториальным (а и б) при условии, что известны 
значения Ао и D 0• Из формул (IV.8) получаем ' 

~ sin D 0 + ~ ctg б cos D 0 cos (а - А0) = ctg б sin (а ~ А0) J .. 
YJ sinD0 + 1'] ctgб cosD0 cos (а --А0) = cosD0 ·: (IV.Il) 

- ctg б sin D0 cos (а- А0) 
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После деления второй формулы на cos D 0 и элементарных пре. 
образований имеем 

ctg б cos (а- А0) = 1 -1] tg Do (IV.l2) 
11 -г tg D0 

С учетом этого соотношения из первой формулы (IV.ll) по­
лучим 

t ~ . ( А ) ~ scc D0 
С g u SIП а - 0 = ___....;;...____.=.-

1] + tg D0 

(IV.IЗ} 

Сначала по формуле 

~ sec D0 tg (а- А0) = (IV.I4} 
1 -1] tg D0 

находим а, а да.1ее по (IV.l2) или (IV.IЗ)-б. 
Специа.1ьными исследованиями бы.1о установлено, что коор­

динаты оптического центра Ао и D 0 надо знать с точностью, по 
крайней мере, на порядок ниже заданной точности идеальных 
координат. Основой для такого вывода послужили формулы, 
выражающие ошибки координат 6 и ч как функцию ошибок 
дА 0 и дD0 . Эти формулы имеют вид 

д:; = ~ (дА0 cos D0s + дD0YJ) l 
дУJ = YJ (дА0 cosD0'; + дD0YJ) J · 

Следует иметь в виду, что 6 и YJ - малые величины. 

(IV.I5) 

Связь идеальных и измеренных координат устанавливается 
уравнениями Тернера, которые учитывают несовпадение начал 
и взаимный разворот осей идеальных (6, YJ) и измеренных 
(х, у) координат, обусловленные любыми причинами. 

Уравнения Тернера представляют аффинное преобразование 
и выражаются в известной из аналитической геометрии форме 

s - х = ах + Ьу + с 1 
11- у = dx + е у+ f J ' 

(IV.Iб) 

где а, Ь с, d, е, f- постоянные снимка (коэффициенты уравне­
ний Тернера). 
Постоянные Тернера находят из решения уравнений (IV.lб) или 
составленных на их основе нормальных уравнений при числе 
звезд более трех. Обычно при обработке спутниковых наблю­
дений соотношения вида (IV.lб) обеспечивают необходимую 
точность. 

Если получаемая с помощью уравнений (IV.lб) точность 
недостаточна, то учитываются члены второго порядка ( обоб~ 
щенный способ Тернера), 
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Кроме приведеиных формул Тернера, ЯВJiяющихся класси­
сJсскими В фотографичеСКОЙ астрометрии, МОГУТ ИСПОЛЬЗО­
[J3ТЬСЯ для вычислений формулы других авторов, например 
Ф. Шлезингера [35], А. Н. Дейча (19], А. А. Киселева [31]. Bo­
Ii[JOC о выборе надлежащих формул решается в зависимости 
от особенностей задачи и требований к точности. За рубежом 
1uироко применяются фотограмметрические методы обработки 
сНИМКОВ [39]. 

Обычно при обработке фотографических наблюдений ИСЗ 
в качестве опорных используется от 6 до 10 звезд. Однако 
этот вопрос требует проведения специальных исследований с 
\'Четам всех влияющих на точность факторов. Исследования 
:tолжны проводиться для каждого типа спутниковых фотогра­
фических камер. 

В заключение параграфа кратко укажем порядок вычисле­
ния топацентрических координат ИСЗ по результатам фотогра­
фических наблюдений. 

1. Отождествление звезд на снимке с помощью звездных 
атласов. 

2. Выборка из звездного каталога координат опорных звезд 
ао и 60. В качестве такого каталога используют FK-4, AGK-3, 
звездный каталог SAO, GC и т. д. 

3. Приведение а0 н 60 от эпохи каталога на момент наблю­
.1.ений. 

4. Определение по опорным звездам с известными коорди­
натами положения геометрического центра снимка. Взаимное 
Iюложение оптического и геометрического центров должно быть 
известно из специальных исследований. 

5. Измерение на снимке при помощи координатно-измери­
тельной машины прямоугольных координат звезд х;, у; и спут­

ника Хс и Ус· Исправление их за ошибки прибора. 
6. Переход по формулам (IV.1 О) от экваториальных коор­

·щнат звезд к их идеальным координатам (~;, 'У};). 
7. Составление д.1я звезд уравнений вида (IV.16) и опреде­

.1ение постоянных Тернера. 
8. Учет влияния днеторсии можно осуществлять при помо­

щи формул [46] 
L\x = -с (х- х0) [(х- х0)2 + (у- у0) 2 ] 1 
L\y = -с (у- Уо) [(х- Хо)2 + (у- Уо)2] J ' 

(IV.I8) 

где c=VJ/F-3 ; Хо, Уо- координаты оптического центра. 
9. Составление уравнений Тернера (IV.16) для спутника 

и вычисление ~с. 'llc· 
10. Вычисление по формулам (IV.l2)-(IV.l4) топацентри­

ческих экваториальных координат спутника. 

При дальнейших исследованиях вычисленные топацентри­
ческие экваториальные координаты ас и бс используются как 
измеренные величины. 
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Топацентрическое прямое восхождение ас определяет по 
верхиость положения 

ctc = arctgk. (IV.I9) 
Хс 

Уравнение (IV.l9) есть уравнение плоскости, перпендику: 
.1яр1iой к плоскости экватора. 

Топацентрическое склонение бс определяет поверхность. 
положения 

Уравнение (IV.20) есть уравнение конуса, 
проходИт Через пункт наблюдений, параллельна 
Земли· .. ; 

§ 5. Поnравка за фазу спутника 

(IV.20) 

ось которого 

оси вращения. 

Поnравка за фазу учитывается при фотографических на­
блюдениях спутников-баллонов типа «Эхо». Значение вектор-а 
пункт- центр спутника в этом случае можно получить по 
формуле .,. 

- Rs a+­
r 

- Rs a-r0 
а+-. --

r \a-rol 

(IV.21) 

где а- вектор положения спутника, полученный из наблюде~ 
ний, r 0 - радиус-вектор Солнца. Оба вектора даются в мгно-

венной экваториальной геоцентрической системе координат, 
Rs- р::щиус спутника, r- расстояние до него. Приведем без 
вывода формулы для вычисления поправок за фазу в эквато~ 
риальные координаты [3]: 

Llct = 1 [буа + tgбsiпcxбzaJ, (IV.22} 
ф cos б cos а. 

(IV.23) 

где 

бха 
буа =а-а. (IV.24) 

бzа 
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§ 6. Допплеровские наблюдения 

Из радиоэлектронных методов наблюдений искусственных 
сiiутников наибольшее распространение получил метод, осно­
ванный на использовании эффекта Допплера. Применяющаяся 
г;ри этом аппаратура является сравнительно простой и обес­
печивает более nысокую точность по сравнению с радиоин­
тсрференционным методом и непосредственным измерением 
расстояний. 

При допплеровских наблюдениях различают запросный и 
Gсззапросный способы, а также системы, работающие· по от­
раженному от поверхности объекта сигналу. 

В запросном способе сравнивают частоты излучаемого и 
переизлучаемого с помощью помещенного на спутнике приемо-

ответчика колебаний. · · 
Суть беззапросного дог:плеровского способа состоит в сле­

дующем. 

~ Бортовой ·передатчик излучает колебания высокостабиль­
ной частоты. Эти колебания принимаются находящимся на 
Земле приемником и их частота сравнивается с ча·стотой эта­
лонного генератора. В случае равномерного и прямолинейного 
перемещения передатчика относительно пункта наблюдений 
соотношение м~жду f1 (частота бортового передатчика) и f2 (при­
нп:viаемая на пункте частота) будет выражаться формулой 

(IV.25) 

dr 
где Vr= --~радиальная скорость персмещения передатчика, 

dt 
с - скорость света в вакууме. 

В случае ускоренного движения объекта с передатчиком на 
·борту, а также учитывая разность гравитационных потенциа­
лов, едедует вместо (IV.25) использовать 

(IV.26) 

ое Rffi --радиус Земли. Так как ИСЗ движутся сравни­
тельно близко от Земли и наблюдения происходят на корот­
I\0~1 интервале времени, не возникает необходимости исполь­
зовать (IV.26). 
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v 
Если (IV.25) раздожить в ряд по степеням -' то с учетом 

с 

соотношения Vr= Vcos 'Ф получим 

12 = 11 [ 1- ~ cos1jJ- ~2 
( +- cos2 '1\J) 1· (IV.26,a) 

В (IV.27) 'Ф- угод между векторами относитедьной ско­
рости V и радиальной скорости Vr. 

В соответствии с (IV.26, а), ограничиваясь двумя первыми 
членами разложения в ряд, получаем так называемый доппле­
ровский сдвиг частоты 

I11 ,-,-- l2- l1 =- l1 ~ "'"'-~. (IV.26,6) 
с ').. 

Ограничение числа членов ряда (IV.26,a) приводит к 
ошибке 

I1V, =~ б(I1f) = -~ (-1 - соs2 'Ф)· 
fl с 2 

Измерительная аппаратура на наземной станции дает чис­
.'Jовые характеристики n, равные числу периодов допплеровского 
сигнала за некоторый малый интервал времени ~ (обычно 
Itесколько сек). Между n и I1f имеет место соотношение 

д/=~. (IV.26,в) 
• 

На основании (IV.26, 6) и (IV.26, в), если характеристика 
n относится к среднему моменту интервала, можно получить 

значение радиальной топацентрической скорости 

V, = ~ n. (IV.26,r) 
tl• 

Разность частот, зафиксированная на наземной станции в 
виде числовых характеристик n, можно связать функционально 
с разностью расстояний до спутника за время ~ 

М = ~ n. (IV .26,д) 
fl 

Для получения разности расстояний ~r в соответствии с 
формулой (IV.26, д) используется интеградьный приемник доп­
п.1еровской частоты, в котором происходит интегрирование 
измеренных уклонений принятых частот от эталонной ча­
стоты. 

Запросный метод не нашел применения при точных на­
блюдениях спутников, но успешно применяется при наблюде­
ниях дадеких KJIA. 

П ринципиадьную постановку задачи в способе, основанном 
на использовании эффекта Доппдера, рассмотрим на при­
мере «траверзного» л.tетода. «Траверзный» метод был разра-
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Gотан под руководством акад. В. А. Котельникова для опре­
Jеления орбит первых советских спутников. 

Допустим, что ИСЗ движется с постоянной скоростью V 0 по. 
11рямой относительно пункта наблюдений М (А- есть точка 
траверза, рис. 39), т. е. МА =r0 - есть наименьшее расстоя­
ние от спутника до пункта наблюдений при 
:Lанном прохождении. А Vg f В 

Расстояние до точки В, в которой спут-
ник окажется через время t после прохож- Vo 
дения траверза, в соответствии с рис. 39 
равно 

r = V r~ + V~ t 2 • (IV .27) 'О 
Радиальная топацентрическая скорость 

спутника при этом равна 

V2 t v - о ,- v 2 1 у2 [2 
'о т о 

(IV.28) 

С учетом этой формулы выразим доп­
плеровский сдвиг частоты, зафиксирован­
ный на Земле в пункте наблюдений 

н 

Рис. 39. Движение 
ИСЗ относительно. 
nункта наблюдений. 
(к теории «траверз-

наго» метода) 

v2 t 
l':.f = - _!_r_ = - о ' 

л " - / ,2 1- у2 t2 
(IV.29) 

11. v о- о 

где Л- длина волны. 

Формулу (IV.29) можно преобразовать к виду 

у2 12 ,2 
_o __ t2 __ o =0. 
J..211f2 у2 

о 

(IV.30). 

Уравнение (IV.30) есть уравнение прямой. Если его отне­
сти к системе координат х,у, то нетрудно сообразить, что надо 
положить 

х = t2t2 ) • 

y=-
fj.f2 

(IV.31)· 

Прямая (IV.30) отсекает на координатных осях отрезки 
,g ) 

Хо=- 11 
v~ 
J..2.,~ ~. 

Уо=--1 
у4 1 

о } 

(IV.32)· 
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Таким образом, в рассматриваемом мето;1,е по измеренному 
лопп.r1ероnскому с;I.вигу частоты можно получить значение 

относите.r1ьной скорости спутню<а V0 и расстояние до него r 0 

n момент пrс~~ждения траверза. 
Графическое решение задачи выполняется с.1е:I.ующим обра. 

зом. Пусть имеем систему координат, n которой по осп абсцисс 
uтк.1а.1.ыnаем время, а по оси ординат- частоту прпнпмаемых 

в пункте наб.1юдсний сигналов f2, причем f2 =f• +N (рис. 40). 

• t 

Рис. 40. Графическое ре­
шение в «траверзiЮ~I» 

методе доnплсровских 

наблюдений 

Рнс. 41. Получение Хо Ii у0 ·для 
пnс:rс;:ующсr·о nычислення Vo и 
Го 11 ДСПП.1(>р0ВСIШ\1 ~IСТОДе 

По.1учснная кривая симметрична относитедыю точ1ш с коор­
динатами (to, f•), соответствующими прохождению спутником 
траверза. Точку А (t0, f•) находим на графш\е, проводя секу­
щие и выбирая ту из них, для которой Al=Al'. 

По.1учиn { •. находим ряд значений M=f2-f• д.ТJя моментов 
/1, по этим данньп1 проводим прямую (рис. 41) н опреледя ем 
Хо н у0 . Далее, используя формуды (IV.32), вычисдяем иско­
мые неизвестные: 

(IV.ЗЗ) 

Резу.1ьтаты, пш1учснныс доппдеровским методо:vt, содер-
жат ошибки, обус.тюп.1енные ;l.ействие:vt uон.осферн.ой рефрак­
ции, тропосферной рефракции и релятивистского эффекта. 
Дву:vtя п~следними В.'!ияниями часто прснебрегают. Д.1я ос.1аб­
.. '!снпя В.'Jияния ионосферной рефракции передачу сигналов со 
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спутника ведут на двух когерентных частотах. Частоты, 
r1ринимаемые на пункте, можно записать в виде 

/ 1 = F, + !J.f1 + k/F1 + !J.1 } 

fн = F" + !J.fн + ll!Fн + !J.II ' 
(IV.34)· 

где f- припятые частоты, F --излучаемые частоты, tJ.f- доп~ 
riЛеровский сдвиг частоты, :'l- поправки за аппаратурные и 
rшешние вю1яния, fl/F- поправки за ионосферную рефракцию. 

После выравнивания частот в приемной аппаратуре на ре-
гистрирующее устройство подается смешанная частота, при-
чем влияние ионосферной рефракции исключается: 

3 9 ' 3j8k 
f,-В F,l = F, + !J.fr- 64 (F, + !J.f,) -т- k/Fj - ЗjBF, + 

+ tJ.r + tJ.,r = ~: (Fr + ofr) + tJ.r + tJ.rr · (IV .35) 

Для ослабления влияния тропосферной рефракции вк.:~юча­
ют в обработку наблюдения, выполненные при высоте спут~ 
ника над горизонтом h~ 15, так как максимальное в.тшяние 
1 ропосфера оказывает при flахождении спутника в горизонте. 
Результаты наблюдений следует также исправ.1ять поправкой 
за троп.осферную рефракцию. При этом :vюжно воспо.1ьзо~ 
ваться формулой [67] 

6n --, 2 s.Jo-зJJ~ l_l_- _l_l 
' с sin /z! sitt /1 1 _ ' 

(IV.35,a) 

где h1 и /1 2 - высоты спутника над горизонто?-.I в нача.1е и 
конце счетного интерва.тrа т. 

В результаты доп11:rсровских из:\'!ерений вiзодится также 
rюправка за счет так назьшаемой ошибки «частотной под­
папки». которая обус.rювлена характером работы бортовой н 
IIаземной аппаратуры (нсстаби.'!Ьность работы генераторов, 
различные «шумы» и т. д.). 

Отметим. что частотной подставкой называется разность 
r:астот опорных сигналов f0 , которые вырабатываются на пунк~ 
те наб.1юдений высокостабильным генератором, 11 сигналов, по­

сы.lае:\IЫХ на Землю бортовым персдатчиком fr-
Гlpiiмepoм практической реа.1изации .·юпп.1еровского ме-

1 ода яв.1яется :Lействующая в США навшааионная спутшшо­
вnн снетема Transit. Сnутiiики этой систе:v1ы RC;l.yт непрерыв­
ную передачу когерентных частот 400 MГIL н 150 1\\Гц. Работа 
бцртщюго кварцевого генератора характеризуется ве.1IIчшюй 
постояшюго сдвига частоты порядка 2--20 · 1 О- 11 за сутки и 
С.1\'ЧаЙНЬI:VIИ вар1131(ИЯ:\Ш, ,l,ОСТIJГаЮЩИМИ 3-7 ·10- 11 За 1 Се\\. 
1 lостоянный сдвиг частоты определяется как дополните.1ьныii 
nараметр при обработке из:11ереннй. Из?-.1срснин частот на 
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станциях наблю;tсний начинаются пос.'lе понн.тения спутника 

над горюонтом и ве:tутсн через каж:tые 2-4 сек, таким обра. 
зом за 0.1.110 прохож.'J,ение пu.тучают нсско.1ько сотен из:-.н~ре. 

ний. ЭксперИ!\1снтальная оценка метода пuказа.та, что коор;щ­
наты пунктов на новерхности Зем.тн получаются с ошибкой 
9 м. 

Да.тьнейшее повышение точности допплеровских наблюде­
ний связано с совершенствованием аппаратуры и методики на­
б.тюденнй. В.1ияние ионосферной рефракции можно исключить 
практически по.'lностью, если организовать передачу со спут­

ника на трех когерентных частотах. Для ос.·Iабпения ~лияния 
тропосферной рефракции следует наблюдать спутники на вы­
сотах бо.тее 10", а также переходить к работе на более вьiсо­
ких частотах (например, допплеровский передатчик ИСЗ 
G EOS работа.т на частотах 162, 324. 972 М Гц). 

В настоящее время при измерении рал.иа.rrьной скорости .10-
стигают точности 1-·-3 С':-1/сек, в перспектине возмож.ю ее 
ПОВЫШСН!IС на ПОрЯДОК. 

Допп.теровский ':.tетол. находит широкое применевне при 
rrзученни Луны и .1\t\apca с помощью космических аппаратов. 
Ценная информация получена по наблю.т.ениям ИСЗ этим ме­
тодом л:.1я изучения движения земных по.r1юсов. 

Если считать, что измеренной ве.1ичиной в л.опплеровском 
:vrстоде яв.1яется разность расстояний ~~ то получаемая при 
этом поперхrюсть положения 

М - [(Х- xi)2 + (У- YI)2 -j (Z- zi)2]';,-

- [(Х- х2)2-+- (У- у2)2 -, (1- z2)2(' (IV.36) 

будет яп.тяться гиперболоидом вращения. 

§ 7. ИнтерференционныИ метод наблюдений спутников 

Интерферсrrционные системы согtержат бортовой передатчик 
11 неско.тько наземных фазовых пеленгаторов. Пусть в точках 
А 1 11 А 2 земной поверхности. нахо.т.нщихся на расстоянии d, 
установ.теньr антенны, на которые пршrимаютсн сигналы от 

передатчика спутника (рис. 42). Пере.1атчик ИСЗ наводит в 
антеннах э.тектродвнжущую силу со СдiШГО:\1 фаз 

Этот сдвнг фаз ю:-.1сряется фазометром 
как r 1 и г2 >>d, то 

1~8 

2::t d . 
<г=-.- sша. 

t. 

(IV.37) 

Ф (с:-.1. рис. 42). а так 

(IV.38) 



Таким образом, измеряя сдвиг фаз, пс.тtешатор позволяет 
определить угловую координату, характеризующую направление 

'iil спутник, 

. Л· 
а ~ , arc sm -- . 

2:n:d 

С.1едуст и:vtеть в виду, что 

rp =е+ k, 

(IV.39) 

(IV.40) 

: ,l.e Е)- це.'!Ое ЧИС.'!О BO.'IHOBЬIX ЦИК.'!ОВ, КОТОрЫе фазометр Не 
фиксирует и д.1я опреде.1ения которых испо.1ьзуют другой ин­
Iсрферо:'v!етр, обычно с меньшей базой, k- показания фазо­
~Iстра. Для определения О можно также использовать предва­
рнтельные данные об э:tе:vtентах орби­
ты. 

Для того чтобы опре.1.еmпь две уг­
,ювые координаты, на:tо иметь пе­

:Iснгатор с двумя парами антенн, уста­

J!ОВ.lенными ПО ВОЗ:'v!ОЖIIОСТИ В пер­

Jit'НДИКУJIЯрНЫХ П.10СКОСТЯХ (СМ. рИС. 
!:? ) . Основываясь на прнведенных вы­
'IJС рассуждениях 11 в соответствии с 

Н']Нежом на рис. 42, :vюжно записать 

2л d · R 1 !р 1 , 2 =т I,2SIПIXCOSI' • 

2:n: 
rp3 .4 = -:;:dз.4 cos а cos ~ 

(IV.41) 

Из этих соотношений находим 

fP1.2d3.·1 
а _с arc tg ' 

1Рз.4 dl.2 

s 

Рис. 42. Схема nрименсиня 
интерферометров для на­

б.1юдении спутников 

(IV.42) 

~ =arccos- -- + --л vr ![ 1.2 )~ ( Ч'.J.4 )
2 

2л \ d 1 •2 d3 .4 
(IV.43) 

На основании фор:'v!у.1ы (IV.39) ошибка определения одной 
111 уг:ювых координат спутника, обус.'!овленная ошибкой изме­
рения разности фаз, равна 

~а се= л ~q>. 
2лd cos а 

(IV.44) 

Учитывая, что разность фаз измеряется однозначно в ин-
1Срва.lе от О до 180°, находим зону однозначного определения 
угловых координат 

1..-1 

. л 
а.0 се7 2 arc s1n - . 

2cl 
(IV .45) 
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Как следуст из форму.rr (1\1".44) и (1\1".45), условия уменьше •. 
ния ~а и уве.rrичения а0 противоречивы, nоэтому обычно ис­
пользуетсн нескол~.>ко пар антенн с разными базами d. 

В качестве примеров действующих интерферометров можно 
nривести снетемы Минитрек Прайм и Минитрек Марк II (Ми­
нитрек- система слежения минимального веса) в США. Каж­
дая из 14 станций системы Минитрек Прайм включает 8 антенн. 
Калибровка аnпаратуры выполняется путем фотографирования 
.rrампы-вспышки, установленной на самолете. Этот же самолет­
несет на борту радиопередатчик ,iV\инитрек. 

Точность определения наnравлений интерференционной си­
стемой невысока, составляет 0,5-1 ,0'. Тем не менее представ­
ляет интерес рассмотреть сущность этого способа. Дело в том, 
что сейчас большую перспектину имеет развитие наблюдений 
с испол~.>зовашiем радиотелескоnов, образующих в паре радио­
интерферометр с большой базой. Объектами наблюдений при 
этом яв.•Jяются удаленные точечные радиоисточники. Такие 
ш1бтодения позволят уточнить размеры Земли и масштаб со.rr­
нечной систе;-,1 ы (астрономическую единицу), дадут материал 
д.1я изучения дрейфа континентов JJ движения земных по.1юсов. 
В этих гигантских ннтерферометрах (с базой, соизмеримой с 
диаметром Зем.1и) направления на объекты будут опреде­
:rяться с ошибкой порядка 0,001" и точнее. 

В конечном счете наблюдения с использованием интерфе­
рометра дают коорд1шаты. соответствующие азимуту и высоте­

объекта. В соответствии с этим и;-,tеем две поверхности по­
ложения: 

а =-= arc tg _У_ (1\' .46' 
х 

естL плоскостL, проходящая через отвесную .1инию в точке на­

блюдений и перпендикулярная к плоскости горизонта; 

~ = arc tg z (Iv-.47} 
J.· х2, yz 

есть поверхность конуса, ось которого совпадает с направ.'lе­

нием упомянутой отвесной линии. 

§ 8. Радиодальномерные наблюдения 

Поскольку в комплект аппаратуры геодезических спутни­
ков вхо;щт фазовая дальномерная аппаратура, известная под 

назпа ни ем SECOR ( последоватс:rьное определение дальности), 
рассмотрю! имеiшо фазовый метод опре.'l.еления дальностей. 
В ПрИНЦИПС BOJ:\IOЖIIO ИСПО.1J,JОВаi!Ие ИМПУЛЬСНОГО !\ICTOДi! IIЗ-

!IICpeHIIЯ л.а.1ьностей, особенно ес.1н при этом используются сиг­

на.1ы С,lОЖНОЙ форМЫ. ГJрн:-.н•рО\1 JI\1Пy.1ЬCIIOЙ CIICTeMЬJ С.'lуЖИТ 
L'IJCT<::~Ja контрс·.lЯ траекторий ракет «,\'\иран». 
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В фазовых дальномерных системах расстояние от пункта 
наблюдений до спутника определяют путем измерения сдвига 
фаз между двумя колебаниями. Возможно построение фазового 
.u1льномера с ретрансляцией сигналов и измерением сдвига фаз 
на несущей частоте, с ретрансляцией сигна.1ов 11 измсрснис:vr 
с.1вига фаз на частоте ~одуляции и с ретранс.ТJяцией сигна:юrз 
11 из~срснием сдвига фаз на частоте биений. 

Немодулированное колебание мало пригодно для измерения 
.13.'Iьности фазовым методо:..1, так как при r>0.5i. в измерениях 
uозникает неоднозначность. Для ее устранения сдвиг фаз из:v~е­
rяют на частоте моду.1яции. Величина сдвига при этом выра­
жается форму.1ой 

(IV.48) 

rJ.e cpg -сдвиг фаз на частоте Q. Вообще говоря, для обеспе· 
чсния однозначности необходимо, чтобы /.g ~2r, но в это:-.1 слу­
Iае растет ошибка определения расстояния. так как 

Лg л 
~г=-· L1ft'. 

4n 
(IV.49) 

I 1 римення несколько частот моду.1яции, можно обеспечить 
о,·щозначное и точное определение расстояния. 

N\етод, основанный на измерении разности фаз биений, ело· 
жен д.1я практического применения. 

В системе SECOR, реализованной в США, наземные стан­
IЩИ излучают модулированные по фазе сигналы. Эти сигналы 
nринимаются приемо-передатчиком, установ.1енным на спут­

нике, и ретранслируются как фазовая модуаяпия с нзменённой 
несущей частотой. Фазометры наземных станций измеряют раз­
ность фаз генерированного и принятого от ИСЗ сигнала, что 
необходимо для пос.1едующего определения расстоя!:шJ. 

Система SECOR состоит из четырех наземных ст:нщий и 
приема-передатчика, установленного на спутнике. Три стан­
IШИ устанавливаются в пунктах с известными коордiшат(!~Ш. 

четвертая- на опреде.1яемом пункте. Работа системы проис­
\одит автоматически. Д.:Jя однократного определения расстоя­
IiИЯ от ИСЗ до пункта требуется 50 мсек. Таким образом, 
сс.1и прохождение продолжается 7 мин, то на каждой станции 
н:-.tеем свыше 8000 наблюдений. Для обеспечения однозначно­
сти и ос.1абления ошибок, обусловленных влиянием Э.'lектрон­
ной рефракции, измерения расстояний выполняются на четы­
]1ех разнесенных модулированных частотах. Применение си. 
стс:-.~ы SECOR показала, что с ее помощью обеспечивается 
~з:-.~ерение расстояний до спутников с ошибкой порядка 
.J-10 м. 

При наблюдениях геодезического сп\·тника GEOS-2 испо.ТJь­
зовались также радиолокаторы. 
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Ведутся работы по созданию спутниковых высотомеров, что 
имеет важное значение для изучения фигуры геоида в океанах 
п структуры гравитационного поля Земли. Один из таких вы. 
сотомеров установлен и работает на запущенном в апреле 
1975 г. спутнике GEOS-C. Ожидаемая точность характеризуется 
ошибкой ± 1 ,О м. 

При из:v~ерениях топацентрического расстояния .'1.0 спутника 
по.1уч<1С~1 поверхность по.1ожения 

'2 •J ') 1 ., 
г =-, х- + у·-,- z-. (IV.50) 

Эта поверхность является сферой радиуса ~ с центром в пунк­
те наб.1юдений. 

Комбинированные радиоэлектронные системы слежения за 
спутниками представляют собой комбинацию рассмотренных 
ВЫШе l\IeTOДOB. 

Система Микролок является сочетание:-.r ннтерференцнон-
ного и допплеровского методов (точность опреде.1ения 
направлений ,...., 3'). 

Система Азуса - комбинация интерференционной и ,1а.1ь­
номерной систем (точность определения направляющих косину­
сов 3-10-5, расстояний 10 м). 

Система Мистрэм является ко~1бинацией допплеровской и 
да.1ьномерной систем. 

Особый интерес для спутниковой геодезии представляет 
система GRARR, которая позволяет одновременно измерять 
дальности и радиальные скорости и которая уже испытывалась 

на спутниках GEOS-1 и GEOS-2. Точиосп этой снетемы предпо­
лагается довести до 6 м (по дальности) и 1 мм/сек (по ради­
альной скорости за 1 О сек). 

Предполагается объединение системы SECOR с допп.1е­
ровской. 

§ 9. Лазерные наблюдения 

Лазерные установки используются д.1я измерения расстоя­
ний до ИСЗ, а также для освещения ИСЗ при его фотогра­
фировании на фоне звездного неба. В посnеднем случае мощ­
Jюсть изnучения должна быть намного выше. 

Д.1я проведения лазерных наблюдений на спутнике должны 
быть установлены уголкавые отражатели. Первым спутником. 
оснащенным такими отражателями, был Explorer 22, отражен­
ные нмпу.1Ьсы от него были зарегистрированы в США 
(21.1.1965) и Франции (24.1.1965 г.). 

Лазерная установка (рис. 43) состоит из телескопа-пере­
датчика, в который вмонтирован nазер, и телескопа-прием: 

ника. Пос.1едний включает узкополосный интерференционныlf 
фиJiьrр, фотоумножитель и счетчик времени. Процесс измерений 
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зак.1ючается в регистрации времени прохождения светового 

нмпу.1ьса :ю ИСЗ и обратно, следовательно, 

г' с= ~1 ст. (IV.51) 
2 

Следует иметь в виду, что дальность действия .. лазерной уста­
новки прямо нропорциона.1ьна корню четвертои степени из ве­

.'1ИЧИНЬI из.1учаемой энергии, корню квадратному из диаметра 

.1ействующего отверстия прием­

инка и обратно пропорциональна 

корню квадратному из ширины 

.1уча. 

В установках для наблюдени!"t 
спутников использовался рубино­
вый дазер с i.=0,694 мкм. Эти 
установки характеризуются сле­

дующими параметраю1. Передат­
чик: длите.1ьность импульса от 

1 О до 60 н сек. энергия импульса 
от 0,5 ло 7.5 Дж, выходная мощ­
Jюсть от 10 до 500 мВт, ширина 
луча от 1 до 101. Приемник: раз­
решающая способность от 1 до 
1 О н сек, а пертура от 1 О до 65 см, 
ширина .1уча от 1 до 30', ширина 
фи.1ьтра от 10 до 25 А. 

При уменьшении ширины 
(расходююсти) луча увеличива­
ется да.1ьность действия системы. 
В:v~есте с те:-.1, при узком луче 
требуется бо.1ее точная эфемер~' 

Рис. 43. Лаз~рная установ"а 
д.1я наблюдений ИСЗ 

,1а спутника и возрастают требования к систеш~ наведения и 
слежения. Кроме того, угловая ширина луча становится соиз­
'\tеримой с отклонениями, вызванными турбулентными явления­
ми в ат:чосфере. 

Измерение интерва.1а времени -r, входящего в формулу 
(IV.51). вьшо.1няется с помощью счетчика циклов частоты 
100 МГц и.1и 1 Гц, который запускается в момент выхода ла­
зерного импульса с передатчика и закрывается в момент 

nоступления в приемник отраженного импульса. 

Точность измерения дальности зависит в основном от трех 
факторов: 

1) крутизны фронта н ;1 .'1 11 Те.1ьности возвратившегася от 
ИСЗ сигна.1а, 

2) разрешающей способности счетчика импу.1ьсов, 
3) надежности учета из:vrенения скорости света в атмосфере. 
При повышении :\tощности и сокращении д.11пе.1ьности им-

nу.'!Ьса достигается соответствие пос.1анного и возвращенного 
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импульсов, что обеспечивает измерение расстояний с точно­
стью порядка 0,6 м. 

Если счетчик лазерной установки работает от генератора в 
1 ГГц, то его разрешающая способность состав.1яет 1 нсек 
(0,15 м). 

При точном учете температуры и давления ошибки за влия. 
ние атмосферы можно свести до 0,2 м. 

Таким образом, ошибка лазерного метода определения 
расстояний до ИСЗ оказывается порядка 0,7 м. 

Полученные из лазерных наблюдений дальности приводятся 
к некоторым стандартным значениям температуры (То) и дав­
ления (Ро) атмосферы. Величина поправки определяется по 
формуле 

дr =а+ ЬЛрдТ-1 + сН (IV.52) 
siп h + J0-3 ctg h ' 

где а, Ь, с- постоянные коэффициенты, Т и р- температура 
11 л,авление в момент наб.1юдений, /1 - высота ИСЗ над гори­
зонтом, Н- высота пункта над уровнем моря. 

В измеренную дальность вводятся также поправки за аппа­
ратурные задержки. 

В случае необходимости резу.1ьтаты :1азерных наблюдений 
так же, как и результаты любых других наблюдений, приво­
дятся к центрам знаков. 

Применевне лазеров для освещения спутников с целью фо­
тографирования позволило получить направления иа них с 
ошибкой 1-2", как при обычных фотографических наблюде­
ниях. 

Прогнозируется создание .1азерных систем для измерения 
расстояний с точностью порядка 15 см. 

§ 1 О. Обработка материалов регистрации времени 

Большая скорость видимого перемещения большинства спут­
ников предъявляет высокие требования к точности фиксирова­
ния моментов наблюдений. Для решения многих задач тре­
буется с высокой точностью обеспечивать синхронность на­
блюдений. 

При наблюдениях пассивных спутников, выполняя, как 
правило, квазисинхронные наблюдения (перекрывающиеся по 
времени), приводят их к единому :.rюrе1пу, называемому син­

хронным. Снимки пассивных ИСЗ содержат 1 О и более то­
чечных изображений спутника в перекрывающемся интервале 
времени. Для каждого положения спутника на снимке известен 

мо:v~ент наблюдений Т. 
Эти моменты исправляют поправкой за спутниковую абер­

рацию, вычисляемой по формуле (III.89) 

д Т=-.!_. 
с 
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1 а кой подход освобождает от необходимости исправлять по­
правками за аберрацию координаты спутника на снимке. 

Вычисление координат спутника на снимке для так назы­
uаемого «синтетического» синхронного момента Т0 производится 
путем аппроксимации по способу наименьших квадратов по­
:шномами третьей степени 

2 3 } х0 = а0 + а1Т0 + а2То + а3Т0 • 

Уо = Ь0 + Ь1Т0 + Ь2Т~ + b3Tg 
(IV.53) 

В формуле (IV.53) ai и bi(i=O, 1, 2, 3)-эмпирические 
коэффициенты, которые получаются по формулам аналогичного 
вида, если в них подставить измеренные на снимке координа­

ты спутника Xi и Yi в моменты наблюдений Ti. 
При наблюдениях активных спутников в качестве момента 

наб.'lюдений принимается средний момент экспозиции звезд 
i камера неподвижна) или момент подачи спутником световой 
вспышки (камера отслеживает движение звезд). 

В радиоэлектронных методах моментом наблюдений явля­
ется время получения измеряемого параметра, например, при 

допплеровских наблюдениях с использованием интегральной си­
стемы - середина счетного интервала. 

Сигналы точного времени сейчас передаются в системе так 
называемого всемирного координированного времени UTC. По 
существу это атомное время АТ-1, систематически корректируе­
мое скачком так, чтобы уклонение UTC от всемирного вре­
мени UT-2 не превыша.'lо 0,7s. 

Для решения задач космической геодезии, как правило, 
требуется знать время UT -1, определяемое мгновенной часто­
той вращения Земли относительно ее средней оси. Соответст­
вующие поправки для перехода от UTC к другим системам сче­
та времени публикуются в бюллетенях «Эталонное время в 
средние моменты персдачи радиосигналов», издаваемых 

ВНИИФТРИ. 
Так же, как при астрономических определениях, при наблю­

дениях спутников в случае приема сигналов точного времени 

с~едует учитывать поправку за скорость распространения ра­

диоволн 

d 
Мр:::::::-, 

Vp 
(IV.54) 

где d- расстояние от радиостанции до пункта наб.'Iюдений, 
Vp- скорость распространения радиоволн. 

Если на борту спутника установлены высокостабильные 
часы, управляющие лампами-вспышками, и сигналы этих ча­

сов принимаются наземными пунктами (наземными службами 
времени) и сопоставляются с сигналами точного времени, то по-
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правка за приведение показаний часов службы времени к си­
стеме UT-1 б.удет равна [9J 

!:J.Тн =Т+ т--j- ЫР + Мз -tн, (IV.55) 

где Т- средний момент передачи сигна.'lов точного вре­
мени радиостанцией; 

т- поправка за приведение Т к системе UT-1; 
!:J.tз- задержки сигнала при прохождении через прие~l­

ную аппаратуру наземной службы времени (в 
nункте наблюдений); 

tн - показания часов наземной службы времени. 
Поправка к nоказаниям бортовых часов в момент вспышю1 

равна [9] 

д.Т~ = t~ +м~+ м;+ Мз-t~. (IV.56) 

Время вспышки равно 

Т*= t~-\- !:J.T~, (IV.57) 

где t~- показания бортовых часов спутника. 

§ 11. Геодезические искусственные спутники Земли ( ГИ СЗ) 

По своему це.1евому назначению ИСЗ можно nодраздетпь 
на исследовательские, метеорологические, навигационные, связ­
ные и геодезические. 

Для геодезических целей в nринципе могут использоваться 
раз.1ичные ИСЗ, относящиеся ко всем группам, однако наибо­
лее ценные для геодезии и смежных с ней отраслей знаний дан­
ные могут быть получены в результате наблюдений специаль­
ных геодезических спутников. 

Спутник может быть исnо.1ьзован для целей геодезии, ес.1и 
он отвечает оnределенным требованиям. Такой сnутник до.l­
жен иметь: 

1) форму, близкую к сферической; 
2) nоверхность, характеризующуюся бо.1ьшим коэффициен­

том отражения (д.ття пассивных ИСЗ); 
3) возможно большее отношение массы к площади попереч­

ного сечения (в динамическом и орбита.1ьном методах); 
4) ограниченные определенными пределами параметры 

орбиты; 
5) специальное бортовое оборудование (д.1я активных 

ИСЗ). 
Исключение составляют спутники-ба.1.1оны . .1.1я которых 

характерна малая величина отношения масса/поверхность 11 
которые могут использоваться только nри синхронных на­

блюдениях, когда не требуется знать точно гсоuентр114tеские 
координаты спутника. 

136 



Исnо.1ьз\·емые для целей геодезии CП\'THIIKII доJiжны имеТJ, 
орбиты с Эксцентриситетом 0,02-0,05 и· во всяком случае, 
как правило, не более О, 1. Высота периге я орбиты должна за­
ключаться между 1000-4000 км. Она не должна быть менее 
500-800 км, так как в этом случае возникают существенные 
трудности nри учете соnротивления атмосферы, кроме того, для 
обесnечения одной и той же территории при малой высоте 
спутника требуется большее число станций наблюдений. На­
конец, че:v~ меньше высота сnутника, тем больше его видимая 
скорость, что осложняет производство наб.'!юдений. 

Недопусти:мо и значительное увеличение высоты перигея, 
так как в это:м случае действие отдельных гармоник гравита­
ционного no.'lя Земли на движение ИСЗ начинает сглажи­
ваться, таким образом, спутник становится мало пригодным 
JЛЯ динамических исследований. Усиливается гравитационное 
:tействие на движение ИСЗ Луны и Солнца и осложняется учет 
ЛИХ В.'IИЯIIИЙ. 

В зависимости от характера решаемых задач требования к 
ГИСЗ будут равными. 

Прн решенни геометрических задач для обесnечения боль­
шей территории целесообразно исnо.1ьзовать спутники с боль­
шими нак.1онениями (60-80°) и высотами периген nорядка 
:3000-4000 км, что уменьшает возмущающее действие грави­
тационного по.1я Земли. При этом желательна практически кру­
говая орбита. 

Решение динамических задач требует исnо.'lьзования ИСЗ с 
разными nараметрами орбит и в nервую очередь с разными вы­
сотами и нак.'!онениями. Орбиты должны быть достаточно 
чувствите.1ьны к оnредеаяемым гравитационным параметрам и 

не чувствитедьны к в.'!ияниям, в том чис.'lе и гравитационным, 

которые трудно определить из наблюдений ИСЗ. 
В орбитальном методе важно обесnечить минимальное 

нлияние гравитационного по.:lЯ Земли и атмосферы на орбиту, 
т. е. при использовании допп.1еровских и да.1ьномерных измере­

ний выгодны высокие спутники. 
На борту геодезического спутника может находиться с.lе­

.:.tующее оборудование: 
1) юшу.1ьсные источники света (оптические маяки И.111 

:iа:\!Пы-nспышки); 
2) радиотехническое оборудование, необходимое для реа­

.шзации доnплеровских наблюдений; 
3) радиотехническое оборудование, необходимое д.1я нз:\о!ере­

ния нак.'!онных дальностей; 
-l) радиотехническое оборудование, необходимое д.:lЯ nриме­

нения интерференционного :\о!етода; 
5) уго.1ковые отражателн (трипе.1ьпризмы), необходн:о.tые 

J..'IЯ испо.:~ьзования лазеров; 

6) радиовысотом ер; 
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Таб.1ица 3 
Геодезические сnутники и сnутники другого целевого назначения, которые исnользовались для целей геодезии 

,"( .... :.: Время ак-"'"' ~ Время су-"'"' "' "'"" в Диаметр/ тивного су- Бортовая а11паратура 1-<11 .. о .... 
Дата запуска Назва11не ИСЗ 0'- о ~а_; :s: . Форма высота, см ществова- щество- (основная) u:S: '-' """' u 

~~~ :11 "':s: "= ~ ни я ванн я 

I:Q :r:" 1:::& 

12.8.1960 Echo 1 1524 1684 47,2 118 Шар 76 3050 - - -
25.1.1964 Echo 2 1034 1299 81,5 109 J 256 4120 - - -

31 о 10.1962 ANNA 1В 1077 1184 50,1 108 Сфероид 161 91/122 - 3000 лет Оптический МаЯ! 

допплеровский переда· 
ЧИК, аппаратура СИСТI 

мы SECOR 
10.10.1964 Explorer 22 881 1088 79,7 105 Правильная 53 46f30 24-36 2000 лет Допплеровский пер• 

восьмигран- месяцев датчик, лазерные о· 

29.4.1965 Explorer 27 940 1318 41 ,О 108 
ная призма 

То же 60 46/30 24-36 3000 лет 
ражател и 

Допп.1еровский пер• 
месяцев датчик, лазrрные о· 

6.11 .1965 Explurcr 29 1112 2277 59,4 120 J 175 122/81 - 50 000 
ражател и 

Оптический маяк, л; 
лет зерные отражатели, aJ 

паратура систем 

CRARR, допплеро1 

с кий передатчик, апп; 

4264 87,0 181 Шар 110 3000 20 лет 
ратура снетемы SECO 

24 .G .1966 PAGEOS 4212 - -
(2480) (54 50) (84 ,0) (без 

кон-

тейне-

11.11.1968 GEOS-B 1112 1482 105,7 112 Правильная 
ра 57) 
209 122/81 - - Оптический ма11к, а1 

восьмигран- п~атура снетем 
ная nризма S COR, радарная си• 

тема, дuпплеровск~ 

nередатчик, лазернь 

отражатели, аппарат~ 

ра системы CRARR 

ы 

R 

ы 

й 
е 



1: 1 

11.1.1964 SECOR 1 906 935 69,9 \03 Параллеле· 18 23Х28Х 6-12 1500 лет Аnпаратура системы 

nиnед Х33 месяцев SECOR 

9.3.1965 SECOR 2 904 938 70,1 103 То же 18 23Х28Х 6-12 1500 лет Аnпаратура системы 

Х33 месяцев SECOR 

11 1 
11.8.1965 SECOR 5 1130 2423 69,0 122 Сфера 181,5 51 6-12 10 000 Аnпаратура систе~1ы 

месяцев SECOR 

12 17.2.1966 Diapason 505 2740 34' 1 1\9 Цилиндр 19,6 47/27 - - Допплеровский ne-
рсдатчик 

13 1 8.2.1967 Diadcme 1 508 1340 40,1 104 ) 22,7 50f20 - - Допплеровский пе-

редатчик, лазерные от-

ражатели 

14 1 18.2.1967 1 Diademe 11 1 592 1 1886 1 39,4 р 101 ) 1 22,7 1 50f20 1 
-

1 
- 1 Допnлеровский пе-

редатчик, лазерные от-

ражатели 

15 1 
12.2.1970 1 Peolc 1 6351 7 49115, О 1981 Восьмигран-, 70 1 70/55 1 2-3 1 70 лет Лазерные отражате-

ная призма месяца ли 

16 94.1975 GEOS -С 838 845 115 102 - 340 125/120 -- 12 Та же, что на 

месяцев GEOS-B; кроме того, 

радиовысотомер, ап-

паратура для измерения 

расстояния и радиаль-

ной скорости между 

GEOS-C и AТS-F 
(технологический 
ИСЗ) 

~ 



7) кварцевые или атомные часы; 

8) специа.1ьная бортовая ЭЦВМ; 
9) фотокамеры д.1я съемки земной поверхности 11.1и поверх­

ности планеты и для съемки звездного неба (при изучении гео­
дезическими методами планет). 

Данные о некоторых спутниках, использовавшихся для це­
.·rей геодезии, приведены в табл. 3. Помимо специа.1ьных гсо­
л.езических спутников в нее включены некоторые связные 

спутники ( «Эхо-1 », «Эхо-2>>), наблюдения которых использова­
:rись для решения геодезических задач. 

§ 12. Расчет яркости ИСЗ 

Для успешных наб.1юдений пассивных спутников необхо­
димо уметь рассчитывать их яркость. Знать яркость спутника 
надо для суждения о требусмой мощности камеры 11 д.1я вы­
бора режима ее работы. 

Яркость (величину) звезды вычисляют как фующию осве­
щенности, обусловленной ее излучением, 

т= -14,13rn -2,50/gE. (IV.58) 

Получаемое по формуле (IV.58) значение т относится к слу­
чаю, когда звезда находится в зените, а наб.1юдатель на уровне 
моря. 

При зерка.1ьном отражении спутник, имеющий фор:-.1у шара, 
создает освещенность 

Е =-а - Е0, 1 ( Rs ) 2 

4 г' 
(IV.59) 

где а- коэффициент отражения, Rs- радиус спутника, r'­
расстояние до спутника, Е0 - освещенность, создавае:.tая Солн­
цем. 

Переходя к яркости т, при а= 1 получаем 

т =-- - 25 3"' - 5/g R, . 
' г' 

(IV.60) 

Формулы (IV.58) и (IV.60) не учитывают поглощения света 
атмосферой. Между тем по причине по г лощения происходит 
ослабление освещенности в х раз. Коэффициент х равен 

Каула показал [3], что д.1я источника света вне атмосферы 
и наблюдателя на уровне моря 

с = 0,0090/..- 4 + 0,223, 

где Л- длина световой волны. 
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Поиведем без выво:Lа еще одну формулу ;1.1я расчета ярко­
•,'ТII спутника (3): 

2 1 2 -] Rs -] 
т ==о т;-:;- ,5 g З а0 - о g -h- + о g sec z + fJ, (sec z -- 1)-

_ 2 Sl sin р + (л- р) cos р 
• g • 

л 
(IV.бl) 

г:Lе ао- коэффициент отражения при диффузном отражении, 
11 =rcos z, р- фазовый угол спутника (уго.1 :-.1ежду вектора\IИ 
спутник- Со.1нце и спутник- пункт), z- зенитное расстояние 
IICЗ, ~t- характеризует поглощение света атмосферой в зените. 
Следует отметить, что зеркальное отражение у спутников, как 
нравило, преобладает над диффузным. 

Если камера отс.1еживает движение спутника или выполня­
ются наблюдения активного спутника, то освещенность в фо­
ка~ьной плоскости камеры будет равна 

Ek =: k (~у Е, (IV.62) 

где D -диаметр }т.ействующего отверстия объектива, d- диа­
'viетр кружка рассеивания (порядка 20-30 MI<M), k- коэффи­
Itиент проницаемостн оптики, Е- освещенность при визуаль­
ных наблюдениях. 

Ес:ш отележиванис выполняется в течение te~"' то практиче· 
с1ш количество световой энергии, достигшее фотоп.1астинкн 
1фотоn.1е11ки), будет равно 

(IV.63) 

Таким образом, эффективность с.1еднщей ка:-.rеры зависит в 
нервую очередь от D2• 

Если наблюдения выпо.1няются неподвижной камерой, то 
·:!ффективное время выдержки tJФ можно представить формулой 

d 
tф =-
э Fw ' 

(IV.64) 

rде F- фокусное расстояние камеры, {1)- уг.1овая скорость 
персмещения изображения спутника. 

На основании формулы (IV.63), подставляя в нее t~Ф· полу­
чим 

(IV.65) 

откуда с.1едует, что эффективность неподвижной камеры зави­
сит не только от D2, но и от фокусного расстояния камеры. 
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Освещенность от активных ..:путников может быть вычислена 
по формуле 

1 
Е =-e-csecz, 

,~ 
(IV.66) 

Привсде::-.1 также формулу, по которой может быть вычис­
лена предельная звездная ве.тичина, доступная д.1н наб.1юде­

ний. в зависимости от действующего отверстия объектива ка­
меры D и прол.о.1ж1пе.1ьности экспознщш t: 

mL =- 1 -i- 5\gD -;- 2,15\gt. (l'v'.67) 

Эта форму.'lа справед:тна д.1я п;Iаспшки (п.1енюi) высокой 
(но не наивысшей) чувствите.1ьности. 

Вообще говоря, предельная звездная величина зависит так­
же от фокусного расстояния камеры. Причем с ero увеличением 
увеличиваются персмещения изображения, обусловленные тур­
булентными явлениями в атмосфере. С учетом этого обстоя­
те.1ьства и влияния фона неба Уипплом рекомендует формулу 

mL = ms + 5\g F[cмj- 2,5\g d[c"]- 20,8. (IV.68) 

где ms- яркость ночного неба, выраженная в звездных вели­
чинах на 1 сек2 (т,= 22m), d- диаметр изображения звездь1 
(спутника) на фотоматериале. Значение d получают по фор­
муле 

F 
d[см] = 0.2·10-3 + 1,23-2тf·I0- 5 +- · I0-4 • 

D 

где т= 1-2"- величина турбулентности. 

(I\".69) 

Практика наблюдений спутников свидетельствует о том, что 
яркие ИСЗ в бо.'Iьшинстве с.1учаев надо фотографировап при 
высоте Солнца под горизонтом порядка 12°, а слабые- по­
рядка 18°, что обеспечивает достаточный контраст спутник­
фон. Очень яркие спутники ( «Эхо-1 », «Эхо-2», PAGEOS) ус­
пешно наблюда.'lись светосильной камерой при высоте Со.11ща 
под горизонтом 9-10°. 

Упомянутые ограничения служат дополнительным свиде-
тельством преимущества освещения спутника .'!азерным лучом. 

что позво.1яет наб.'Iюдать спутник ночью независимо от его 
освещения Солнцем. В псрспективс возможны наб.'Iюдения в 
дневное время, что потребуст выделения отраженного лазер­
ного импульса с помощью фи.тыра. 



Глава V 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ КОСМИЧЕСКОй 

ГЕОДЕЗИИ 

§ 1. Общие сведения 

Методы наблюдений, рассмотренные в предыдущей главе, 
доставляют ту или иную информаiLIIЮ, которая n конечном 
счете служит для решения геодезических задач. 

Геодезические задачи, которые решают с испо.1ыовшшем 
наблюдений искусственных и естественных небесных объектов, 
подразделяют на геометрические и динu.мичсскuс. Геометриче­
ской задачей является построение пространственных геодези­
ческих сетей посредством синхронных или i:вазисинхронных 
наблюдений ИСЗ. В этом случае не требуется р3спо.1агать 
точными значениями координат спутника, так как он нсполь­

зуется как высокая подвижная визирная цель. Координаты до­
статочно знать весьма приближенно, чтобы обеспечить наблю­
дения в заданный момент времени на двух или большем коли­
честве станций. Аналогичным образом могут наблюдаться спе­
циальные лампы-вспышки, установленные на стратостатах или 

·самолетах, ракеты и другие подвижные визирные цели (ПВЦ). 
В результате решения геометрических задач определяют 

взаимное положение пунктов в системе, задаваемой исходными 
пунктами, например в системе некоторого рефсренц-эллипсоида. 

Особой проблемой при этом является .насштабированис кос­
мических геодезических построений, д.1я которого нсоtiходимо 
располагать одной или несколькими базисными сторонами 
(пункт-пункт, пункт-спутник или спутник-спутник). 

В динамических задачах космической геодезии непремен­
ным условием является знание с наивысшей возможной точ· 
ностью координат спутника, что возможно при наличии де­

та.'Тьно разработанной теории его движения, достаточно точ­
ной модели гравитационного поля и надежных данных о пара­

метрах атмосферы и их изменяемости. Только при выполнении 
указанных условий можно надежно учитывать разного рода 
возмущения, приводящие к эволюции орбиты. 
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В самой общей постановке :щнамическиi'r !\leтo.l., как отме­
ча:юсь выше, заключается в совместном олреде.1ении по ре­

зультатам наблюдений спутников координат пунктов (и.ш по­
правок к их приближенным значениям), параметров, характе­
rнзующих гравитационное поле Зем.1и, поправок к некоторым 
нача.1ьным значениям э.1ементов орбиты, а также параметров, 
хара1перизующих атмосферу, 11 некоторых аппаратурных кон­
стант. В зависимости от конкретных условий возможны 1\IОдИ­
фикации этого метода, одной из них является так называемый 
орбитальный метод. 

В любо:\1 случае значения координат пунктов, определен­
ные в рамках динамического метода, получают в абсолютной 
системе координат, отнесенной к центру масс Земли. Особен­
ностью является также и то, что при отсутств11и .тинсйных пз­
меренllй масштабирование построений осуществляется с испо.ть­
зовапием гравитационного параметра f.1 = f М, позволяющего пе­
реходнть к большой полуоси орбиты спутника. 

Подразделение задач космической геодезии на геометрllче­
скне и динамические, как отмечалось выше, является в извест­

ной мере условным. Действите.1ьно, если теория движения спут­
ника известна с достаточной степенью точности 11 если пара­
метры гравитационного поля Земли не требуют уточнешtя, т<> 
к геометрическим задачам можно отнести опреде.1ение разме­

ров общего земного э.l.'!Ипсоида по наб.•Jюдениям ИСЗ, опреде­
ление исходных геодезических дат, определение центра рефе­
ренц-эллипсоида относ11тсльно центра масс Зем.111 11 опреде­
ление ориентации осей искоторой референцной геодезической 
системы относите.1ьно осей геоцентрической системы коор­
динат. 

При рассмотрении в данной главе вопросов создания 11 урав­
нивания космических геодезических построений широко ис­
по.гrьзовались результаты исс.1едований. обобщенные в моно­
графии [9]. 

§ 2. Синхронные и квазисинхронные наблюдения 

Основное уравнение космической геодез1ш в векторной форме 
и:vrеет вид 

(V.l} 

г де rs- геоцентрический радиус-вектор ИСЗ, ,. ,, - топоцент­
рическllй радиус-вектор, ~r- вектор, связывающий центр ре­
ференц-эллипсоида с центром масс Зе~ли, R i- радиус-вектор 
пункт·а наблюдений в референцной с11стеме, А, В 11 С- м а три-
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цы вращения, преобразующие (поворотом) референцную си­
стему координат в геоцентрическую, причем 

~) 

cos 'Фо 
А= -sin-ф0 

о 

sin 'Фо О 
СОS-ф0 0 ; 
о 1 

1 о о 

В= О cos{}0 

о -sin ао 

cos у0 О - sin l'o с 

о о 

sin у0 О 

где 'фu, il'o, Уа- эйлеровы углы. 

cosy0 
'f 

В отлпчие от уравнения ( 1) в (V.1) оси геоцентрической и 
референцной систем координат непаралле.1ЫIЫ. 

Испольэуя уравнение 
(\'.1) в К<! честве исходного. 
ветрудно перейти к уравне­
НIIЮ, составляющему теор·~­

тическую основу задач кос­

мической геодезии об отно­
сительном положении, т. е. 

синхронных наблюдений. 
Обратимся к рис. 44, на 

котором изображены син­
хронные наблюдения ИСЗ с 
J.ГIYX CTl!JIЦIIЙ. Для наб.ТIЮ­
.'LеНИЙ с каждой станции 
~южно записать уравнение 

( \т.1). Далее, учитывав ра­
венстnо в этих уравнениях 

i's и дr, по.1учаем 

s 

z 

Рис. 44. Синхронные наблюдения 
ИСЗ с двух станций 

(V.2) 

Если эй.1еровы углы малы, т. е. оси геоцентрической и ре­
ференцной систем практически параллельны, то приходим к 
уравнению 

(V.З) 

l'Iз уравнений (V.2) и (V.З) следует, что при синхронных 
IIaб.'liO.l.L'Hияx нет необходимости располагать точными знaчe­
III!Hl\111 коор;щнат ИСЗ н точной теорией его движения. 

Осуществ.1ение строгой синхронизации наблюдений пассив­
IIЫХ снугников со станций, расстояния между которыми состав­
:Iяют иног;1.а нсско.1ько тысяч ки.rюметров, представляет с.1ОЖ-

11ую научно-техническую задачу. При ЭТО!\! ошибка времени 
при наб.1юдеш1ях в 0,01 s при скорости движения спутника 
Ь юt/cci' приводит к ошибке в его положении, а следовате.'!ьно, 
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"' в координатах пунктов, равной 80 м, что не может удовде·r­
ворить при решении геодезических задач. 

Иначе обстоит дело при фотографических наблюдениях ак­
тивных спутников, оснащенных специальными лампами-вспыш. 

ками, которые включаются в строго определенный момент вре­

мени, задаваемый обычно бортовыми часами. 
Практически в строгой синхронизации наблюдений пассив­

ных спутников необходимости нет, достаточно проводить их в 
перекрывающиеся промежутки времени. Такие наблюдения на­
зывают квазисинхронными. При обработке этих наблюдений для 
вычисления координат фиктивной вспышки в синтетический 
-синхронный момент Т0 применяют аппроксимацию с использо­
ванием полиномов третьей степени (см. гл. IV). 

§ 3. Космические геодезические построения 

В завнеимости от состава измерений космические геодези­
ческие построения можно подраздедить на космическую триан • 
.гуляцию, космическую тридатерацию (трисферация) и комби­
нированные построения. Ол.ним из частных случаев последних 
является пространствеиная геодезическая векторная сеть [53]. 

Основными элементами космических геодезических построе­
ний являются: вектор, соединяющий два пункта наблюдений, 
вектор, соединяющий пункт наблюдений н спутник, и плоскость 
.синхронизации. 

Направления хорд «пункт -пункт», характеризуются 
ми Ф и Л. Угол Ф- наклон хорды к экватору, 
Л образуется осью ОХ и проекцией хорды на плоскость 
тора. Углы Ф и Л принято называть ориентирующими. 

угла­

угол 

эква-

Направление хорды может также характеризоваться на­
nравляющими косинусами орта «пункт-пункт». 

Lt.2 = cosФ1.2cos Лt.2 ) 
Mt.2 = cosФ1.2sinЛt.2 . 
Nt.2 = sinФ1.2 

(V.4) 

Аналогичным образом направление «пункт- спутник» за­
.тин.·тся полученными в результате измерений углами fJ;11 и Yill 

( 'Vil< = aik-S) и.1и направляющими косинусами соответствую­
щего орта 

lik = cos {)ik cos "?ik 1 
m1k=c?s6iksiny1k • 
nlk = sшбlk 

(V.5) 

Если в результате наблюдений по.1учй1и Н<1прав.1сния на 
<Jдно и то же положение спутника k с двух пунктов it и i2. то 
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вриходим к плоскости синхронизации, уравнение которой в 

координатной форме будет 

Ak (Х2- Х1) + Bk (У2- Yl) + Ck (Z2 -Z~) =О, (V.6)' 

rJ.e коэффициенты А," В,, и С,, есть функции направляющих 
I\OCIIНycoв, вычисленных с использованием измеренных вели­

чин по формулам (V.5) 

А k = т. '· n. k - n. k т. k 1 L 11\ L 2 t 1 L 2 

Bk=n.kl;.k-l;kn.k . 
L l - 1 t 2 

ck = l;,kmi,lr-тi,kli,k 

(V.7} 

Векторное уравнение плоскости синхронизации имеет вид 

(R- -R )~о -о О 
i 1 - i 2 Гi,kГi,k = , (V.8} 

г J.e R;. и Ri 1 -радиусы-векторы пунктов, а г~,k 11 гr,k­
орты направлений на спутник. 

Если уравнение плоскости синхронизации (V.б) раздеюпь. 
на длину хорды D 1,;,, то оно примет вид 

(V.9} 

Уравнение плоскости синхронизации может быть записано в 
сферических координатах. Действительно, плоскость синхрони­
зации можно представить как плоскость, проведеиную через 

три точки на сфере произво.!JЬного радиуса, получившиеся в ре­
:iу.lьтате пересечения ее поверхности с продолжениями векто­

ров i 1i 2, i1k и i2k. Эти точки как принад.1ежащие одной плоско­
сп! лежат на дуге одного большого круга. В результате пере­
сечения плоскости со сферой получаем так называемый круг· 
одновремiнности {47]. Для получения уравнения плоскости син­
хронизации в сферических координатах надо nреобразовать 
(V.9), учитывая, что 

Y; 1(2 >k =-= arctg ( 7). ] 
1 1(2}k 

( n ) • ~ = arctg 
ll(2)k 1/I2+m2 . 

IJ (2)k 

А· · = arctg (..!:!... ) ] ,,,, \ L .. 
. L 1 L z 

Фt,;,=arctg(, N ) . 
1'L2+M2 i,i, 

В результате преобразований получим 

tg б;,k sin (Л;,t,- y;,k) + tg бi,k sin (i';,k- Л;,;,)+ 

+ tgФ;,;, sin ('\'i,k- i'i,k) =О. 

(V.lO) 

(V.ll! 

(V.l2) 
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Поскольку при обработке наблюдений ИСЗ в це.1ях созда­
ния космических геодезических построений в основном испо.1ь­
зуются прямоуго.1ьные пространственные координаты, приме­

невне круга одновременности (V.I2) ограничено. В основном 
применяют аналог круга одновременности -уравнение шюс­

кости в прямоугольных пространственных координатdх. 

Если уравнение п.1оскости синхронизации (V.9) зашiс<tть в 
виде детерминанта 

112 m12 n12 

l1k mlk nlk • 

l2k mzk n2k 

то уравнение круга одновременности есть результат сокраще­

ния этого детерминанта на постоянный множитель. 
Перейдем к более подробному рассмотрению способов созда­

ния космических геодезических построений [9]. 

Космическая триангуляция 

Идея такого построения принад.1ежит финскому гео.з_езисту 
И. Вяйсяля (1946) [74). Суть ее заключается в том, что при 
одновременных фотографических наблюдениях ИСЗ из разных 
пунктов земной поверхности по известным координатам неко­
торых из этих пунктов можно вычис.1ить координаты ИСЗ 11 .з_а­
лее координаты определяемых пунктов. 

Следует отметить, что координаты ИСЗ в этой задаче игра­
ют вспомогательную роль и, как будет показано ниже, могут 
непосредственно не вычисляться, ес.1и выполнить необходн­
мые преобразования формул. 

Возможны три вида элементарных фигур космпческой три-
ангуляции. построенной по фото-

Z графическн:'I·I наб.1юдсннюл ИСЗ: 

'л 

х 

)--+----'-----..- у 

1 i 
1 

/N 
Рис. 45.· ПространствсшЮ-)Г-10-

вая засечка 
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пространственные угловые засечки, 

у г л о вые засечки xop,l 11 пt>рссече­

ние плоскостей синхроншашш. Эти 
фигуры OT:JII'I<IIOTCЯ раЗНЫ\1 КО.lИ­
ЧеСТВОМ исходных и опре:Lс.1яемых 

пунктов, с которых ведутся син­

хронные набаю.з,ения. Эпн1 Э.'Iемен­
тарным фигур<tм соответствуют три 
метода СОЗД::IНIIЯ KOCM!lЧeCI\IIX ГеО­

деЗИЧеСКИХ построений: ~Iетод про­
странственных угловых засечек, 

мето;L xop.l, и метод плоскостей. 
Пространст~ная угловая за­

сечка. Для определения координат 
пункта спутник нeoбxo,lii:'IIO ваблю-



.1ать синхронно с двух исходных и одного опредеаяемого пунк­

та. Необходимо наблюдать спутник в двух по.1ожениях и.1н 
11аблюдзть два разных спутника (рис. 45). 

В идеальном случае (при отсутствии ошибок 
сог.1аС1ю рис. 45 направления в точках k1, k2 11 j 
каться, что равносильно соблюдению ус.'lовий 
сти 

наб.1юдений) 
будут пересе­
компланарно-

(Г;.I х ;:;I.J) DJ.II =о J 
(Г;.2 х r-;1.2) D1.н =о . 

(Г;II-1 Х Г;н.2)r1.2 =О 

(V.lЗ) 

Д.1я приведеиной на рис. 45 элементарной фигуры задача 
во определению координат пункта j может решаться в с.ТJедую­
щей последовательности (пункты i 1 и iн- исходные). 

Для трех векторов fJ.J; rп.J; Dи1 имеет место соотношение 

n1.11 + г;.l +Г;.11 --==о. 

I Iереходя к проекциям на координатные оси, по.ТJучаем 

(XI -Хн)+ ~;.1 ~os 1'1·1 cos l>1.1- ~;1.1 ~os "\'11·1 cos l>н.1_:= 01 
(YI- Ун)+ r1.1 sш у 1 . 1 cos 61.1- 'н. 1 sш Ун. 1 cos l>н. 1 -О . 

(Z1- Zн) + r;. 1 siп l>1.1- r;1.1 siп l>н. 1 =О 

(V.l4) 

(V.l5) 

Уравнения (V.l5) позволяют не только вычислить неизвест­
ные расстояния r;. 1 и 'н. 1 , но и произвести контроль вычис . 
. 1еНИЙ. 

Далее вычисляют координаты спутника в точке k1 по 
:о.tулам 

х1 = Х1 + '.;. 1 c.osy1.1 cosl>1.1 =Хн+ ~; 1 . 1 ~ОSУн. 1 cosl>11 .1 J 
у1 = У1 + r1•1 sш у1 . 1 cos l>1_1 =Ун+ r 11 .1 sш Ун. 1 cos l>н. 1 . 

z1 = Z1 + r;. 1 sin l>1.1 = lн + r;1.1 sin 4511 .1 

фор-

(V.lб) 

Аналогично можно вычислить координаты спутника в по­
.1ожении k 2, а затем, используя вычисленные координаты k 1 11 

k2 получают координаты пункта наблюде!-'ИЙ j. 
В некоторых случаях не вычисляют по (V.l5) неизвестные 

значения r;. 1 и r; 1. 1 , а преобразуют уравнения (V.lб) таким 

образом, чтобы получить формулы для вычисления координат 
спутника 
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Ун- У1 + Х1 tg у1 _ 1 -Хн tgyн.J 

tgy,_, -tgyH·l 

XII-X1+Y1ctgy1.1 -Yнctgyll·I 1 Yt = __:..:...._---.::....__....:.. _ _:_:_..:.__.:.:__--=.._:~ 

ctgy1_1 -ctgy11 _1 

Z1 = 2:"1 + дxJ.I secy1_1 tg61.1 = z, + ду1 _ 1 cosecy1_1 tg6 1.1 1 

и контро.'lьные формулы 

Z1 = 2:"1.1 + дх1 . 11 sec 1'11 .1 tg 611 .1 = 2:"11 + ду1 _ 11 cosec у11 _ 1 tg 611 _1• 

(V.I7), 

(V.I8) 
Также поступают при вычислении координат спутника в 

положении kz. 
Необходимым условием реализации рассмотренного по~ 

строения является фиксирование моментов каждого наблю­
дения спутника. 

Основная трудность практи­
ческого осуществления данного 

построения состоит в обеспече­

нии одновременной видимости 
спутника с трех станций, удален­

ных на значительные расстоя­

ния. 

Более гибким в этом отноше­
нии является метод хорд. 

Угловая засечка хорд требует. 
наблюдення двух положений 

г~. спутника одновременно с опре­

деляемого и одного из исходных: 

Рис. 46. Метод хорд пунктов (рис. 46). 
Нормируем коэффициенты 

А,,, Bk и Ck (V.7) с помощью синуса угла ~~{ (угол засечки на­
правлений на спутник). Направляющие косинусы орта rf, пер.-

пендикулярного к плоскости синхронизации, будут равны 

l =~ 

1 
k sin ~k 

Bk 
mk =· -- ~ . (V.I9) 

sin ~k 
1 

ck 

J 
nk=--

sin ~k 

Как следует из рис. 46, при наблюденииСtпутника в положе­
ниях k 1 и k 2 получаем две плоскости синхронизации. Перпен~ 
дикулярные к этим плоскостям векторы FJ., и f/,, реализуют 

плоскость, нормаль к которой параллельна хорде, соединяющей 
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пункты наблюдений (i1 и j). Следовательно, вектор, характери­
зующий направление хорды, есть векторное произведение 

(V.20) 

Если обозначить угол между плоскостями синхронизации 
через Л, то а учетом (V.20) направляющие косинусы xopдLI, сое­
диняющей пункты наблюдений, будут 

L. 1 = 1 (В С - С В ) 1 1) . , • А . А 1 2 1 2 
SJП r. SJП 1'1 SJП 1'2 

1 
Mtr/ = . . . (ClA2- CzAI) . 

SIП Л SIП ~1 SIП ~2 

l 
Nirf = . . . (А1В2- А2В1) 

SJП Л SIП ~1 SIП ~2 

Эти величины являются искомыми в ~1етоде хорд. 

(V.21) 

Если наблюдения выполнялись с пунктов ir, iп и j, то мо­
жем записать уравнения плоскостей синхронизации 

A1L; 1i + B1M; 1i + ClN;1i =О \ 

A2LiJJi + B2Miнi + c2',.(IIi =о,. 
(V.22) 

Если одно из неизвсстных, напрнмер N =/=0, то вместо (V.22) 
:vrожно записать 

(V.23) 

Основываясь на соотношениях (V.4), после отыскания неиз-
L М 

вестных N и N вычис.'lим ориентирующие углы 

(V.24) 

По аналогичным формулам находят A; 11 i и Фiнi• после чего 

не составляет труда по формулам вида (V.l5)-(V.l7) найти 
координаты пункта j. 

Пересечение плоскостей синхронизации как метод созда­
НJIЯ космических геодезических построений применяется в 
с.'i'учае, когда каждое положение спутника наблюдается син-
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хронно лишь с двух пунктов, один из которых яв.1яется нсход­

ным, а другой- определяемым (рис. 47). 
Для рассматриваемого случая уравнения трех плоскостей 

синхронизации будут иметь вид 

A1Xi + B 1Yi -Г C1Zi + IJ 1 =О) 
A 2Xi + B2Yj + C27.i -:- \v'2 ~О , (V.25) 
A3Xi + B3Yj + C3 7.i + \\-''3 =О 

z 
* 

:r 

Рис. 47. Пересечение n.1оско­
стсi'! синхронизации 

Рис. 48. Линейно-угловая nро­
странствеиная засечка 

г де свободные члены есть 

IХ'п ·~ -АпХi-ВпУi- Cпli, 

прнчем 

n~l,2,3 

i = II, III при n = l 
i=lii,J )) f1•cc2 

i = 1, II » n = 3. 

В уравнениях (V.25) три неизвестных- координаты пунк­
та 1· 

На практике во многих случаях э.1ементарные фигуры кос­
мических геодезических построений образуются сочетанием 
фотографических и радиотехнических наблюдений. В пос.1ед­
нем с.r1учае в качестве измеренных величин получают расстоя­

ния и разности расстояний (или радиальные скоростн). 
Далее рассмотрим некоторые элементарные фигуры, обра­

зованные комбинированными наблюдения~f и позволяющие оп-
ределить положення ИСЗ или пункта. . 

Линейно-угловые пространствеиные засечки. Пусть на пунк­
те i из фотографических наблюдений опре.'l.елены 8; 1, 11 у; 1, и с 

помощью .1азера измерено на расстояние r·,k (рис. 48). 
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Тогда координаты ИСЗ равны 

xk = Xi + r;,, cos бik cos V; 11 

у11 = Yi + Г: 11 cosбiksinyik 

zk = z .. + r;k sin бik 

(V.26) 

Ана.1огично вычисляются координаты пункта, ес.111 нз вест-
110 по.1ожение ИСЗ. 

Возможен с.rrучай, когда с одного пункта до спутника изме­
ряется расстояние, а с другого производят его фотографирова­
ние (рис. 49). Координаты пунктов известны. Тогда задача ре-

k 

* k, 

k 

* 

Рис. 49. Определе­
ние положения 

ИСЗ путем фото­
графирования его 
с одного пункта н 

измерения далыю-

Рис. 50. К: Ollpeдl'· 
ленню положения 

пункта набтоде-

Рис. i'i 1. Г! ростр~ нетвен­
ная тшсйная засечка 

ний 

сти с другого 

шается по формулам 

(V.27) 

При известных положениях ИСЗ аналогичным образом оп­
ределяют положение пункта (рис. 50). 

Если до спутника измеряют только расстояния, то юiссм 
.1ело с пространствеиной линейной засечкой (рис. 51). 

Положение ИСЗ (xh, Yk. zk) в этом случае определяется 
с помощью следующих формул: 

(xk- х .. у + (Yk- У;,)2 + (zk- .z .. y ~-с r;' k 
1 

(xk- Х;,)2 + (Yk- Yi,)2 + (zk- !..iY ~г;:,, 

(xk- )(.)2 + (Yk- У;.)2 + (zk- .z .. y = r:'k ,, 

(V.28) 
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§ 4. Виды условий, возникающих в космических геодезических. 
построениях 

В космических геодезических построениях, так же как в. 
традиционных геодезических сетях, возникают полюсные, ба­
зисные 11 координатные условия. Иск.1ючение состав.1яют уг ло­
nые sс.1овия (условия сумм, азимутов), так как направления. 
при фотографических наблюдениях по.1учаются везависнмо в. 
результате привязки изображений спутника к опорным звездам. 

Кроме того, в космических геодезических построениях воз­
никают специфические ус.1овия: компланарности трех векто­
ров. пучка плоскостей н связки п.1оскостей. 

Условие компланарности трех векторов заключается в том~ 
что, строго говоря, при синхронных наблюдениях спутника с 
двух пунктов векторы пункт- спутник и пункт- пункт долж­

ны лежать в одной плоскости. В векторной фор:\1е это озна­
чает, что 

(V.29)· 

Соответственно в координатной форме имеем 

11-2 m,.2 п,.2 

z,.з m,.з п,.з -=о. (V.ЗО)· 

12-3 m2.з п2.з 

Условие пучка плоскостей требует, чтобы все п.rюскости син­
хронизации, образовавшисся в резу.-Iьтате наб.1юдений спут­
ников с двух пунктов, псресека.1нсь по одной линии (хорде). 
соединяющей эти пункты. УсJiовие возникает, если чнсло этих. 
плоскостей более двух. 

В векторной форме это ус.1овие записывается в виле 

fil ft., U.l с.=. О - . ' 

где П;(i= 1, 2, 3)- векторы. перпендикулярные к плоскостям 
сннхронизации. В координатвой форме 
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At Bt С1 
А2 в2 с2 =о. (V.З2)· 
Аз В3 Сз 

Услов~е связки плоскостей в координатной форме будет 

Al В1 Cl Dl 
А2 в2 с2 D2 
А3 В3 С3 D3 

А4 Во~ С4 Do~ 

=0. (V.ЗЗ)· 



Это означает, что плоскости синхронизации, содержащие ка­
кой-.rшбо пункт наблюдений, до.'lжны пересекаться в одной 
точке (в этом пункте). Условие возникает, если число таких 
плоскостей больше трех. 

Что касается базисного, полюсного и координатных условий, 
то они аналогичны соответствующим условиям, возникающим 

в обычных геодезических построениях. 
Условия, возникающие в космических геодезических постро­

ениях, в большинстве случаев обладают свойством эквивалент­
ности. Наиболее универсальным является условие связки плос­
костей. После его удовлетворения в космических геодезических 
построениях автоматически удовлетворяются координатные и 

полюсные условия. 

При использовании условия связки плоскостей и пучка п.'IОС­
костей имеем дело с некоторым количеством плоскостей син­
хронизации. Из-за громоздкого и нестандартного вида уравне­
ний плоскостей синхронизации координаты определяемых пунк­
тов, находящихся в соответствующих плоскостях, вводят в ка­

честве дополнительных неизвестных. Такой прием не прием­
лем при выполнении априорной оценки точности. 

§ 5. Понятие об уравнивании и оценке точности космических 
геодезических построений 

Для уравнивания космических геодезических построений 
применяются параметрический способ и способ условий с допо.'I­
нительными неизвестными [9]. Применение способа условий в 
«чистом» виде связано с большими трудностями, и он практи­
чески не используется. 

Получение уравнений поправок в параметрическом способе 
уравнивания базируется на использовании в качестве исходн;,Iх 
уравнений ( IV.19), (IV.20), ( IV.36) и ( IV.50), выражающих 
функциональную зависимость между измеренными и неизвест­
ными величинами в космических геодезических построениях. 

Получению уравнений поправок на основе зависимостей (IV.l9), 
(IV.20), (IV.36), (IV.50) предшествует их .'lинеаризация. 

После линеаризации уравнения (IV.19), учитывая, что v·= 
a-S, имеем 

(V.34) 

·Обозначим 

(V.35) 
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Первый член в этой формуле нолучается с использованием: 
предварительных координат пункта н спутника, второй член­

есть измеренная величина. При вычислении частных пронзвод­
ных, входящих в уравнение (V.34) в качестве коэффициентоВ: 
при неизвестных, также используютсн предварительные коорди­

наты пункта и спутника и результаты измерений. 
Структура исходного уравнения ( IV.l9) такова, что коэффи­

циенты при dxk и dXi, равным образо:v1, как и коэффициенты при 
dy,, и liY;, будут различаться только знаком. Например, 

д у sin у' 

1 дхk г~ cos б' 1 

д у sin у' r . 
дХ; г~ cos б' 

' 

(V.Зб~ 

где 

(V.37)· 

ду ) 
--=-а 
дхk 

- rJy 
_,а 

iJX; 

..!!1_ - - ь 
(V.38~ 

Принимая во внимание (V.34)-(V.38), получае:-.1 уравненне 
поправок д.'IЯ v 

adxk + bdyk- adXk- bdY k + u;·v· --= v, .. , 
tk lk 

(V.39)· 

Действуя ана.1огичным образом, из ( IV.20) .1ля нз:-.1ерен!юго 
угла б получим сначала 
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Далее. вво.1я обозначения 

д б 
-- с, 

дхk 

дt'\ 
- (!' 

дуk 

дб . 
-д =/, 

zk 

получИ!\! ур:1внение поправок 

дб - ) 

д _. --с 1 д:; 

дУ; =-е~, 

~c~-tl 
дZ; 1 

(V.41) 

(V.42) 

(вес р6,). 

(V.43} 
Коэффпuпенты при нсизвестных dxk и dX;; dy,, и dY; и т. д. 

равны по вслнчпне и противоположны по знаку. 

Нес.'lожныс преобразования с использованием соотношений 

l = cos б cos yj 
т= cosбsin у 

n = sinб 

1юзволяют перейти от (V.39), (V.43) к уравнениям поправок, в 
которых коэффициенты при неизвестных есть функции направ­
ляющпх KOCIIHVCOB [, m, 11. 

Для установления соотношения весов Pt. и Pv с:rедует 
учесть, что lnб = mv соsб, следовательно, 

с 
Рь = -2-

тб 

с 
р =---

v m2 sec2 б 6 

(V.44)-

Ec.'III 11звестны ошибки фиксирования моментов наблюдений 
(ms), то в:-..1есто (V.44) надо пользоваться формулами 

т~ +cvgт1 J 
с , 

т~ sec~ + (1 + V~) m1 

p/j = 
(V.45)· 

где Va 11 V 11- состав.'lяющне топоuентрическоi'I скорости спутни­
ка по соответствующим координатам. 
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Уравнение поправок в случае измерения дальностей получа­
€ТСЯ на основе формулы (IV.50) после ее линеаризации и им~е:т 
~ИД 

Найдем коэффициенты при неизвестных и обозначИ\1 нх 

д г' xk-Xi = z;k 
дхk 'ik 
д г' Yk- Yi 

дуk 
= mik 

rik 
д г' zk- zi 

= п;k 
дzk ' 

'lk 1 (V.47) 
д г' Xk-Xi = -l:k 

,. 
--=-
дХi 'ik 1 
дr' Yk- Yi 

=-m;k 
дУl 'ik 
дr' Zk-Zi 

= -n;k 
дZi 

'lk 

Обозначим 

-( (,...x-~~--;;x,.,..L..,..,)6,...+-(,...y-~~ --;-y"""'i)'""6_+___,(,-z ~~--z-:c-~-:-o.J5 - r~k = \V' 'i k (V.48) 

:и с учетом (V.47) получим уравнение поправок 

z;kdX 11 + m:kdy11 + n;kdzk- (kdXi-

- m;kdYi- п;,,dZi + \v·,,k = v,ik (V.49) 

( Cr'' ) 
вес р, = т; . 

Если измеряется разность расстояний ~г от пункта 
Jiожений спутника k1 и k2, то исходя из (IV. 39) 

д!'!.r d + д11r d + дМ d 1 д!J.r d 1 -- Х -- у -- Zk _,... -- Х -'-
дхk, k, дуk, k, дzk, • ' дхk, k, ' 

+ дМ d + дМ dz -t- дМ dX · -L дМ dY · -'-
ду Yk, дz k, дХ· ~ 1 дУ ' , k, k, 1 i 

дЛг dl ' \v' + -- i Т ~/~г == V f...r, 
дZi 

(V.50) 
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где 

\V' м= V (xk,- Xi)6 -;- (Yk,- YiH + (zk,- Zi)~-

- V (xk,- Xl)~ + (У1,,- Yi)~ + (zk,- Zi)~ - to.r'. (V.51)' 

После вычисления частных nроизводных и введения соответ­
ствующих обозначений nриходим к следующей форме уравне· 
ния поправок: 

lik,dxk, + mik,dYk, + nlk,dzk,- lik,dxk,- mik,dYk,- nik,dzk,-

(V.52)· 

Прп параметрическом способе уравнивания спутниковых по­
строснпi'I, полученных из фотографических наблюдений, в урав­
нения nоправок в качестве л.ополнительных неизвестных могут 

liыть введены систематические ошибки регистрации времени на 
пуш;тах наблюдений. Обозначив такую ошибкv для nункта 
наб.'!юл:ений i через (~t) ;, уравнения поправок (V.39) и (V.43): 
\JOЖl'\1 персписать в виде 

adxk + bdyk- adXi- bdYi + Va(M)l + w·"ik = v"ik } 

cdxk + edyk-:- fdzk- cdXi- edYi- fdZi + vб (M)i + W'бik = V!jik' . 
(V.53) 

Аналогичным образоl\1 в качестве дополнительных неизвест­
ных могут быть введены в уравнения поправок систематические 
ошибки a(r); или a(~r);. 

При параметрическо:\1 способе уравнивания количество урав­
нений поправок вида (\'.З9), (\7.43), (V.49) и (V.52) равно чис­
.1у из:\Iсрсниii. От уравнений nоправок переходят к системе нор­
\rа.lыiых уравнений. Ее порядок равен З(k+j), где k-число· 
наб.'!юдавшнхся положениii ИСЗ, j- число определяемых пунк­
тов наб.1ю.1енпir, обычно k '2> j. 

Ка1-.: пр:ши.'!о, положения сnутника не связаны между собой, 
;1 связаны .1ишь с наземными пункта ми. Это приводит к системе, 
которая распадается на групnы частично нсзависимых уравне-

111\Й. Решать такую систему целесообразно по способу Пранис­
Праневича. Решение выпо.1няется под условием ~pv2 = шin. 

В nрактпке возможен еще один случай космических геодези­
ческих построений, когда для уравнивания применяется пара­
~rетрический способ. Предположим, что синхронные (квазисин­
хронные) наблюдения каждого положения сnутника выполня­
:rись только с двух пунктов. В этом случае каждая плоскость. 
синхронизации будет независимой. Условное уравнение каждой 
такой плоскости будет 

П = Ak (Xl- Xi) + Bk (Yi- Yi) + Ck (Zi- Z1) =О. (V.54} 
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После линеаризации этого ypCJвнeiiiiЯ по.1уч11:'11 

Ak~xii + вk~Yu + ck~l, 1 + tt·k = 

=- (v1v.,,k + v~vo,k + VaVvik + v1vбik), 

nричем 

дП 
Ak = --; 

ддХ;i 

дП 
Ck=--; 

д_\Zij 

~Х,1 = (Х;- Х1); ~yii ~-'(У,- У1); ~1, 1 = 1, -li; 
дП дП дП дП 

v1 = -- ; v2 = -- ; v3 = -- ; v4 = --; 
ду;k дб;k ду;k д6u1 

Ql k "--' А~~Хо + В~~уо + С~-~1: ', 

(V.55) 

Для использования параметрического способа уравншзання 
уравнение (V.54) представляют в следующей форме: 

- AkdXi -BkdYi- Ckdli + AkdXi + BkdYi + CkdZi -i- н··k с~ ~k• 
(V.56) 

где 

~k =- (vtvv,k + v2vo,k + ''зVvill + V4Vf'ik)· 

Таким образом, согласно структуре уравнения (V.56) «Ш­
меренным» элементом в нем является нлоскость сннхронизании. 

Определяя поправку ~h. определяем ошибку положения этой 
плоскости. 

В качестве дополнительных неизвсстных в уравнение (\' .. :Ю) 
могут быть ввел,ены систематические ошнбки регнстраннн вре­
мени на пунктах i н j. 

- AkdX,- BkdY,- ClidZ, + AkdXi + BkdY1 -!- Ckdli + 
+ (v1Va, + v2Vo) (М);+ (v3Vai + vNбi) (M)i + \l:'k = ;k, (V.57) 

При отсутствии дополнительных неизвестных поря.1,ок сн;:те­
мы нормальных уравнений будет равен 3 j, где j- число опре­
деляемых пунктов. 

На практике уравнения поправок вида (V.57) часто сочетз­
ются с уравнениями поправок (V.39), (V.43), (V.49) и (V.52), 
что зависит от состава и количества измерений на nунктах. 

Как уже отмечалось, уравнивание космических rео.1.сзичсскнх 
nостроений по способу условий производится с введеннем допол­
нительных неизвестных. В качестве таких неизвестных вводятся 
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1\ООрдннаты (поправки к координатам) определяемых пунктов. 
;]ля подсчета количества нормальных уравнений в этом случае 
применяется формула N =r+Зj, где r- число незавнсимых ус­
ювнй, а j- число опреде.ТJяемых пунктов. 

Прсн:-.1ущестuенно используются три вида условных уравне-
1:11Й: уеловне плоскости, базисное уеловне в случае измерения 
расстояний 11 ПО;1.обное ус:ювие при измерении разности рас· 
С!ОШШЙ. 

Рнс. 52. К выводу 
бa.JIICIIOГO ус.1ОDИН 

Рис. 53. К выnоду базисного 
условия для юмеренной раз­

Iюсти расстояний 

Ус.1овное урааневне плоскости (с :юполнительными не:в­
пестными) прнводiiлось выше (V.57). 

Базисное условное уравнение для измеренного до ИСЗ рас­
стояншi получается с использование:-.1 рис. 52. Из треугольника 
i/:_i при ЭТОМ ПО.1У'1<1еМ 

r;k sin ~k 
П = - 1 ·~ о. (V.58) 

Dii sin ~i 

После .'!инеарнзацин базисного ус.1овного уравнения имеем 

V1Vyik __:_ V2V{,ik -f- V3Vy1k + V4Щ,ik -;- V5V,ik +а (dXi- dXJ --j-

(V.59) 

Ес:ш и:'vlеем космическое геодезическое построение, изобра · 
женное на рис. 53, то возникает базисное условие д.'lя измерен­
•юi'I разнос'rн расстояний (~\ri) 

П .с= 11ri + D11Xu + Ef1Zu- (V.бО) 

Ус.'!овное уравнение при это!\\ будет 

V 1V\'·k -i- V2Vl).k --j- \'3Vy.k --j- V~CJ0 .k + V 5V\'·k --j- V 8VI\.k + V7Vy.k + 
1 1 1 1 11 11 1 2 1 2 Js 
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Как следует из структуры Приведеиного уравненИя, оно Яв­
ляется сочетанием условных уравнений плоскостей синхрониза­
ции и ус:ювного уравнения разностей расстояний. Количество 
уравнений плоскостей синхронизащш вычисляется при помощ1-1 
фор:v~улы 

k 

р с--с ~ki [mi + (mi- 3)], (V.62) 
1 

Где k- чис:ю набтодавшихся положений ИСЗ, т-- число на­
правлений прп данно:v~ положешш спутника. 

В ряде случаев уравнивание спутниковых настроений выгод­
но выпо.rшять в два этапа. На первом этапе в уравнивание вво­
дятся измеренные ве:шчины, которые определяют положение в 

пространстве зе:v~1юй хорды. Д.'lя фотографических наб.'Iюдений 
такой метод уравнивания называют методом «замыкающих на­
прав.1ешiЙ». Как известно, ориентация хорды задается ее ориен­
тирующими угла;о,ш .\ и Ф, ее длина равна D;j. Эти величины 
на втором этапе уравнивания рассматриваются как «измерен­

ные». Поскольку эти величины яв.1яются зависимыми, на пер· 
вом этапе вместе с поправками к величинам А0, Ф0 и D0 необ­
ходИlVIО определять элементы корреляционной матрицы 

(J) АЛ ffiAФ ffiAD 

[ = ffiФA ffiфф ffiФD 

(J)DA ffiDФ (J)DD 

(V.63) 

Распо.'lагая матрицей Г, можно на втором этапе уравнива· 
ния учесть зависи:v~ость между измеренными величинами. 

На каждом из двух этапов уравнивания могут применяться 
I<ак параметрический способ, так и способ условий. 

Пусть спутниковые построения созданы на основе юiшь ф'J· 
тографических наблюдений ИСЗ. 

Запишем уравнение плоскости синхронизации в сферических 
координатах 

Пk = tg 6ik siп (Aii- Y;k) + tg бik siп (Ytk- Ai) + 
+ tgФii siп (Yik- Yik) =О. (V.64) 

На основе этого уравнения можно перейти к уравнению по· 
nравок 

где 
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дП~ 
ak=--

дЛIJ 

ь _ дПk 
k--­

дФij 

(V.65) 

(V.66) 



W k = tg <S;k sin (л;i -y;k) + tg <S;k sin (y;k- л;J + 
+ tg Ф:i sin ( 1';~ -y;k). (V.67) 

[с.rш при наблюдениях ИСЗ фотографический метал. сочсга­
стся с допплеровским 11 далыюмеrными измерениями, то в ка­

'!rстве неизвестных при уравнивании пара:vtетрнческим способо:vt 
IIJ!IIIII!Мaют координаты спупшка 11 координаты пункта на одно~.! 

JJJ концов хорды. В да.'lьнейшем, используя эти величины, опре­
:ц>.lяют .\, Ф 11 D по фop~ty.riaм 

1 
1 
~ . (V.68) 

1 

J 
При выполнении уравнивания на первом этапе по способу 

\'Словий с дополнительными неизвестными в качестве пос.'lедних 
i1рннимаются ~.\, ~"' ~и ЛD. Условное уравнение в этом случае 
11\ICeT ВИД 

(V.69) 

где v1, есть поправки к из'.1еренным величинам (v..,, v~. v,, vм), 
Еоэффнциенты ан, Ьп, Сн есть соответствующие частные про-

дП дП д!! 
нзводные-, -,-. Порядок системы нормальных уравне-

д.\ дФ дD 

ний в этом случае равен r+З. 
На втором этапе в качестве из:v1еренных величин принима­

ются значения Лиз,r, Фнз,r. Dн:щ. 
В случае уравнивания на втором этапе параметрическим спо­

собом будем иметь де.11о с уравнения~ш поправок, аналогичны­
:JI! (V.39), (V.43) и (V.49), 

t'.\ .. =- adXi- bdY, + adXi + bdY1. + l \.. 1 
11 "11 

t~·~ =- cdX·- edY.- fdZ· -1- ciX· ...L edY· ...L fd7. + ZФ '''ij 1 1 1 г 1 ' 1 1 1 ij 

vD;1 = L;i (dXj -dX;) + м,i (dY j- dY;)- .v;i (dZi- j · 
-dl;)+/D .. 

11 } 

(V.70) 

(V.71) 



Распо.1агая д.1я 1..:аждой хорды ориентирующими уг.1ами 11 лдн­
нами 11 прю1еняя обобщенный пршщнп наименьших квадратов 
приходим к систе~1е нормальных уравнений. порядок I<атороЙ 
Зj (j, как и выше, чис.1о определяемых пунктов). 

Уравнивание хорд на втором этапе возможно по способу ус­
ловиi'!. В этом с.1учае используются IЮЛюсные, базисные, коор­
динатные 11 компланарности трех векторов ус.1овные уравнения. 

По аналогии с плоскостыо пункт- спутник-- пункт усло­
вие шюскости трех пунктов будет 

Ll L2 L:l 

З = М1 М2 М3 (V.72) 

N1 N2 N3 

где направляющие косинусы L;, М;, N; определяются при помо­
щи формулы (V.4). 

В результате .rшнеаризашш (V.72) по.1учаем 
3 3 

~ д3 ~ д3 !_ \1'1 о 
~ дЛ; Vлi + ~ дФ; LJФ; т v -, , 

1 1 

где 

д=. _ д3 дL + д3 д.И , д3 дN 
дЛ - дL . д,\ дМ . д.~ т дN . дЛ • 

а-= 
Аналогичным образом может быть представлено -=-. 

дФ 

Свободный член W получают с испоJiьзованпем 
Lиа~,, М11ам. N,,a~t. вычисленных по Лна'' и <1Jиз~t· 

W = LизмАизм + МизмВ"з" -f- NIIЗMCIIЗM• 

(V.73) 

(V.74) 

значений 

(V.75) 

причем А нз~,, B11a~t и Си~" находят по формулам вида (V. 7) с со· 
ответствующей заменой направляющих косинусов. 

При выборе способа уравнивания необходимо учитывать со· 
став измерений и, как с:1едствие, вид поJiучаемой информации, 
способ построения сети, необходимую степень строгости способа 
уравнивания, объем вычислений, на.'IIIЧИе опре;1,е.1еююi'l ЭЦВМ 
и с.1ожность составления и реализации программ. 

Исс.'lедованис раз.1ичвых способов уравнивания приводит к 
заключению, что при фотографических наб.1юдениях параl\·tетри­
ческий способ не ;шеет существенных преимуществ перед спосо· 
бом условий с .l.ОПО.'IН!Iтельными неизвестными. В случае вьшол­
ненпя наблюдений комбинированнЫ:\1!1 способа:\111 предпочтение 
следует отдавать пар<нtетрическому способу, так как в этом 
с.1учае существенно упрощается процедура составления уравне­

ний поправок, имеющих стандартную структуру. Последнее 
обстояте.Тiьство имеет важное значение при использовании 
ЭЦВМ. 
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В комбинированных сетях в случае применении параметри­
ческого способа уравнивания число нормальных уравнений со­
ставит 

N = 3k + Зj, (V.76) 

а в способе ус.1овий с допо.1шпельными неизвестными оно равно 

,, 
N = ~ (2п-3) +г+ Зj. (V.77) 

ll=1 

В пр иведенных форму.1ах k --число положений ИСЗ, r­
число линейных измерений, n- число направлений на кзждое 
по.1ожение ИСЗ. 

При:\Iенение двухэтапного способа уравнивания уменьшает 
число нормальных уравнений, которые должны решаться одно­
вреl\tенJю. Так, например, в способе плоскостей на первом этапе 
IIмee:~-1 де.1о с системами из двух нормальных уравнений_ На вто­
ро:-.t этапе, когда уравнивается построение, образованное хор­
_\аl\Ш, число нормальных уравнений равно 

для параметрического способа 

N = Зj, 

для способа условиii с дополнительными неизвестными N '= 
=2n-3j+3j0 +B (используются лишь направления хорд) или 
N =3n-3j +3j0 +B (используются направления и длины хорд). 

В приведеиных формулах n- число хорд, j- число опреде-
.'Iнемых ПуНКТОВ, j0 - ЧИСЛО ИСХОДНЫХ ПУНКТОВ, В- ЧИСЛО ИС-
ХО,l.НЫХ базисов. 

Специалистами выработаны следующие рекомендации по ис­
пользованию разных способов уравнивания [9] _ 

\_ Неце.1есообразно nрименять в комбинированных построс­
нпях способ условий с дополнительными неизвестными. 

2. При малых расстояниях между пунктами, когда большин­
ство положений ИСЗ наблюдают более чем с двух пунктов, с.lе­
дует применять параметрический способ уравнивания. 

з_ Если спутник в бо.lьшинстве случаев наблюдается с двух 
пунктов, а }!.ЛИНЫ хорд велики, то при обработке фотографичс­
ческих наблюдений надо вести уравнивание по способу плоско­
стеi"I. 

4_ На значительной территории (при разновременности наб­
.1юдениii 11 в с.1учае постепенного накап.1ивания :vtатериа.1ов) 
следует применять двухэтапный способ уравнивания. 

Помимо оценки точности спутниковых построений непосред­
ственно по результатюt наблюдений, важное значение имеет 
априорная оценка точности. Она позво.1яет составлять опти­
малыrые проекты сnутниковых построений, согласовывая то•t­
ностные, временные 11 технико-экономические аспекты работ. 
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Наибо.1ее важное значение при априорной оценке точ;юсти 
имеет вычис.1ение ошибки подожения пункта набдюдениii и ~е 
зависимости от продвига фигуры. Поставленная задача реша­
ется с нспользованщ~~ форму.1 для вычисдения ошибок э.1смен­
тов космических геодезических построений (вектора пункт­

спутник. положения синхронной плоскости, элементов хорды 
и т. :t.). :t.1Л OitCIIКJI точности эдементарных фигур. Далее пере-

/< ХОДЯТ К оценке ТОЧНОСПI ПО.10Же-

t1 "-----* 1 HIIЙ ПУНКТОВ В рядах ll.lii СП.lОШ-> ных сетях спутниковых построений. 
В резу.:1ьтате выподне1шя априор­
нон оценки точности составляют 

* суж.1ение о геометричЕ-ско{I струк-
kz туре постро.:ннй, о зависн:vюсти 

Рис. 54. К вычисдению средней 
квадратичсской ошибки по.1О· 

жсния пункта 

точности от количества измерений. 

При этоl\I J.OJIЖHЫ учитываться 
ошибки нзыерений и исходных дан­
ных. 

В качестве nримера рассмотрим 
вычис.1е1ше средней квадратвческой ошибки положення пункта, 
определяе:\1ого пространственноi'! уг:ювоi'! засечкой (рис. 54). 

Из рис. 54 следует, что мы имеем де.1о с тремя простр;шст­
венньвш уг.1овыми засечками, которые опредедяют положсШIЯ 

спутника в точках k 1 11 k2 и положение пункта наблюдеаий j. 
Вследствие ошибок набюодений векторы, изображенные на 

рис. 54, не будут пересекаться в точках /~ 1 • k2 и j, а бу:tут (Кре­
щнваться. Для получения в ходе обработки координат спутника 
ию1 пункта наблюдениii необходимо упо:\1янутые векторы. во­
первых, привести в п.1оскость засечки и, во-вторых, найти ве­

роятнеiiшее значение положения вершины засечки. В соответст­
вии с этим ошибка по.1ожения вершины засечки будет равна 

(V.78) 

В (V.78) т' есть среднее квадратическое значение смещения 
обоих направлений, характеризующее удаление плоскости засеч­
ки от определяе:vюго пункта и вычис.1яемое по форму.1е 

(V.79} 

где т н- среднее квадратическое значенне .1IШейного oteщ~er!шr 
направления. равное 

(У.80) 

mr, - сре:шяя ква.1ратическая ошпбкп направ.'!еНIIЯ. 
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Второе слагаемое в (V.78) зависит от уг.1а (t) при вершине 

засечки н равно 

"• __ 1 ( т~,+ т~, ) 
т --- о 

2 ._ sin2 w 
(V.81) 

Подставляя (V.79) и (\'.81) в (V.78), подучим 

( 

? ? 

1 т- т-

М2 = -2 --"н-"-''---=..:..н~, -
·> ? 

тн, + тн, 
(V.82) 

Если тн, =тп, =ты, то 

JИ2= т2 (_2_ +--1_\. 
н 4 sin2 w) (V.83) 

Так как первое слагаемое в (V.83) не может быть больше 
4 

второго, то для практическнх целей можно ограничиться 
о 

т­
М2= __ н_ 

sin2 w · 
(V.84) 

С учетом (V.80) строгая формула д.'IЯ определения ошибки 
положения спутника k1 имеет вид 

(V.85) 

Аналогичным образом могут быть получены ошибки Мп, и /H.i· 
Теперь не представляет труда определить значение Mj с у•Iе­

том ошибок М1,, и Mh ,, имея в виду, что влияние этих ошибок 
может быть представлено формулой 

1 
( 

iИ2 м2 мk2 _L мk2 ) . 
JИ2 = - k, k, + 1 ' 2 

3 мk2 _(_ мk2 sin2 (J) 
1 ' • 

(V.86) 

§ 6. Определение масштаба построений 

В космические геодезические построения, создаваемые путе:-1 
фотографических наблюдений, включают «коошческие базисы». 
Они представляют собой д~1ины некоторых хорд, соединяющrrх 
пункты космических геодезических построений. Эти дтrны по­
.1учзют из 1\Оl\IПЛекса высокоточных .lJIНeiiныx и угловых измере­
НIIЙ, астроно:-.шческнх и гравиметрических работ, вьшо.'lНСIШЫХ 
i!J поверхностн Зеl\IЛ\1. . 

В уравнипашrе при ЭТОl\1 могут быть введены уравненив по­
правок коошчесюrх базисов, вид которых аналогичен (V.49). 
Вес «базJrсного» уравнения поправок выводится из оцен1ш точ-
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ности соответствующих геодезических работ, выпо.1ненных при 
создании базиса. 

В качестве базисов в космических геодезических построенних 

могут использоваться также расстояния пункт- спутник JI.JlИ 

спутнiiк- спутник. Наивысшая точность при этом л.остигается 
в том случае, еслн измерения выполняются с помощью .1азеров. 

В дннамических за.1.ачах, как отмечалось выше, масштаб по-
строений устанавливается с испо.r1ьзованием гравитационного 
nара:-.1етра fM. 

Чтобы точность базиса находилась в соответствии с точно­
стью определения направлений из фотографических наблюде­
ний (0,4-1 ,0"), необходимо довести ее до 1 : 300 000-1 : 500 000. 

§ 7. Установление связи между отдельными геодезическими 
системами 

Полученное выше уравнение (\1.3) об относ1пельном положе­
шш позволяет определить взаимное положение пунктов на зем­

ной поверхности. При этом предполагается, что пункты наблю­
дений относятся к одной системе коор.1.инат. 

Зал.ача осложняется, если необходимо связать пvнкты, от­
носящиеся к разным. гео.1езически не связанным референцным 
систе:'>lа;о,~. Пусть референцные системы характеризуются пара­
метрами: 

система 1: ан ei, (~x0)t, (~Yo)I, (Mo)t, (1P0)t, (f}o)I, (Y0)t, 

сиетеш II: а~, е~ (~х0)2 , (~Уо)2, (М0)2, (1Р0)2, (f}0)2, (у0)2. 

Причем параметры, задающие форму и размеры референu­
эл.1ипсоидов Е1 и Е2: а1, а2. е~, е~- известны, а остальные ве­
.rшчины (ориентировка осей и взаимное по.rюжение центров ре­
ференц-эллипсоидов) по.1..сiежат опреде.1ению. 

Эй.1еровы углы ф, 1'} и у, характеризующие ориентацию ре­
ференцной снсте:-.1ы относiпелыю абсо.1ютной геоцентрической 
СИСТе:V!Ы КООрдинат, ОПредеЛЯЮТ СЛедующим образом f 14]. 

r:с1н геодезические координаты В, L, Н станпиii М; и М,, в 
некоторой референцноii гео.1.езическоi·I систе:v1е (Х, У, Z) извест­
ны, то можно вычисл1пь значения направляющих косннусов 

хор.1ы М;М,, в этой систе:v1е 

1 
A;k = [(N k +Н k) cos Bk cos Lk- (N; +Н;) cos В; cos L;]­

sik 
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По синхронным наб.1юдениям спутников с пунктов М; и Mk 
также могут быть по.1учены направляющие косинусы этоii хор­
:tы L, М, N (см. формулу V.2l), которые для сравнения с (V.87) 
.1олжны быть преобразованы в L', М', N' поворотом координат­
ной снетемы на угол, численно равный гринвичскому звездному 
nрсмени S. 

Прн достаточноii точности геодезических координат и спут­
JIJiковых наблюл.ениii расхождение между направляющими коси­
нусами А;1,, Ва,, C;k и L'iJ,, М'; 1,, N'il• будет обусловлено разворо­
то:ч осей одной системы относительно другой, т. е. угла:о.ш ф, 
1't, у. При этом для их определения используются уравнения 
поправок вида 

'ФoBik + ~ocik + (Aik- L;~) = (vL)ik J 
- 'ФoAik + •toCik + (Bik- M;k) = (vм);k · 

'VoAik- {}oBik + (C;k- N;.) = (vл;);k 

(V.88) 

В:.tесто направляющнх косинусов прн вь1числении свободных 
членов можно использовать топацентрические координаты, по­

.1ученные непосредственно из фотографических наб,1юдений (а', 
8') и вычисленные на основе В, L, Н (а',., б'r). Тогда в:-v1есто 
(V.88) получим эквивалентные им уравнения [14] 

'Фо- {}о cos (S- а;.)+ 'Vo sin (S- cx;k) tg 6;~ +(а;_ - cx;k) = v~· J •k ik 

(}о sin (S- cx;k) +~'о cos (S- cx;k) + ( 6;. - 6;.) = v6• ' 
•k ik 

(V.89) 
При числе nунктов более двух решение выполняется по спо­

собу нанменьших квадратов под условием 

[Pcz• v~,] + [р6 vi-] = min. (V.90) 

Пос.1е определения Ч-,о, 0 0, уо с применением описанного выше 
:-.tетод<J неизвестными в задаче о связи геодезических систем 

остаются координаты центров рсференц-эллипсоидов в абсолют­
ной геоцентрической систе:vtе, причем по условию задачи пеоб­
ходИ!\10 определить только их разности 

~Хо: (~xo)I- (~xo)z) 
~Уо - (~Yo)l- (~Уо)2 · 
~Zo = (Mo)l- (Мо)2 

(V.91) 

Пусть CIIcтe:.ta 11 должна быть преобразована в систе'.tу 1. 
В это~1 случае в систс:.tе 1 необходимо иметь по 1\pal"lнeii :11ере 
два пункта с известны:vш геодезическими координатамнМ;[(Вi) ,, 
(Li) ,, (Hi) 1; (Xi) ,, (У;),, (Zi) ,]; Mk[ (Вн) 1, (L,,) 1, (Hk) 1; (Х1,) ,, 
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(Yh) 1, (Z,,) 1], а в снетеме 11- хотя бы один пункт MA(BJ)2, (LJ) 2, 

(Н;)2. (XJ)2. (YJ)2. (Z_;)2] (рис. 55). 
При на.'IИЧIШ достаточного ко.1нчества сннхронных наб.1Ю.1~­

ннй спутников с пунктов М;, М_; и М11 , MJ вычислн:-.1 направляю­
щие косинусы L'i!· M';j, N';_;, L',,_;, М'11 _;, N',,_;. 

По известным геодезическнм коорднната м· пунктов М; н М,, 
найдем Su, =M;Mk 11 направляющпе I\OCIIНycы (Au,) 1, (B;rJ 1, 

(С;,:),. 

Рис. 53. К установлению связи МС'iК­
ду разны:-.111 rсо.:rсзичссtшщ! сисн~­

~~а~ш 

Направляющие косинусы .1ИНИЙ M;Mj 11 м,,М_;, по.'lуч;;нные 
по наблюдениям спутников, переводим в систему 1 по фop~Iy.'la:VI 

(A;j)t = L;i- <Фо)t м;i + (y:)t N;i 1 
(Bii)t = .tV:;i + (~Jo)t :;i- ~ao)tN,;i · (V.92) 

(C;i)1 = N;i- (у0 ) 1 L;i + (u 0) 1 M;i 

(Aki)t = L~i- <Фо)t M~i + (Yo)t N~i 1 
(Bki)t =-= M~i + (Фо)t L~i- (l}o)t N~i · 

(Cki)t = N~i- (i'o)t L~i + (Oo)t M~i 

(\Т .93) 

Зная (Au,) ,, (Вп.) ,, (Cil,) 1 и направляющие косинусы. опре­

.'1Е'."Jенные по формулам (V.92) и (V.93). получаем углы (см. 
рнс. f\5) 

cos ~ ji k = (A;i)t (А; k)t + (B;i )t (B;k)t -;- (Cii)t (C;k)t l 
cos ~iki =- (A;k)1 (Akj)t- (B;k)t (Bki)t- (C;k)t (С ki)t J . 

(V.94) 

Из решения треугольника М ;M1,M.i, п котором теперь нзвест­
ны угпы ~.iik 11 ~il<.i 11 сторона Su,=M;M,,, нaXO:l\EII стороны S;,-= 
=М;М_; н S1,_~=M 1,M_;. Дапее определяем разности 

(Xi)1 - (Х;)1 = Sii (A;i)t ] 
(У;)1 - (У;)1 = Sii (Bii)t • 
(Zi)t- (Z;)t ~ Sii (Cij)t 

(V.93) 
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~~ так ка1..: (Х;) 1. (У;),, (Z;) 1 известны, то находим (XJ) 1, (J.'.i) 1, 

(ZJ) 1. 

Для установления связи между референцными геодезически­
~ш системами, кроме полученных раньше угдов (фо) 1, (Нп) 1, (у0 ) 1, 

( Фо) 2. (-&о) 2. ( vo) 2. ДО.1ЖНЫ быть определены разности (V.91). Для 
l!X получения воспользуемся зависимостями (V.95), а также 
раЗНОСТЯ:\IИ ЭЙ.1ерОВЫХ УГЛОВ 

ll Фо = <Фо)l - <Фо)2 ] 
Д{}о = (:}o)l- (ао)2 • 

llyo = (Yo)l- (уо)2 

(V.96) 

Отбрасывая квадраты элементов сдвига и поворота и их про­
нзведения. получим 

llx0 = (Xi)2 - (Х;)1 - Su (Aij)1 -ll1jJ0 (Yi) 1 -i- lly0 (Zi)1 ] 

llyo = (У i)2- (Yi)l- S;j (В;)1 + llФo (Xi)l --да о (li)1 · 
М о'----' (l j)2- (Z;)l- Sii (C,)t- llyo (Х j)1 + Д~}о (У j)l 

(V.97) 

Анilлогично можно было использовать значения (Х,,) 1, (Yh) 1. 

(Z,,) 1 н соответственно (Ан_;) 1. (Bhj) 1. ( C,,j) 1-

§ 8. Орбитальный метод создания космических 
геодезических nостроений 

В основе орбитального метода .1ежит уравнение (V.l). Этот 
метол. построения сетей заключается в О;1Новременном опреде.1~­
Н11И э.1еменгов орбиты Е;, по.1ожения пункта Rt и поправок ~Хо, 
:'1,Vo, :'1Z0 за перенос начала референцной геодезической систе~IЬ! 
1-\оординат в центр масс Земли по совокупности измерений, вы­
ло.1няе:-.1ых на пунктах наблюдений и связывающих мгновенное 
по.1ожение ИСЗ (k) с по.1оженнем пункта наблюдений (l). 

В отличие от л.инамичесi<ого мстол.а здесь не опре.1с.1яются 
параметры, характеризующие гравитационное поле Зем.1~1 и 
псрхвюю атмосферу. Данные о гравитационном поле Земли и 
пара~1етрах атмосферы в соответствии с принятыми моделяr,ш 
вводятся в решение с це.1ью вычисления и учета влияния возму­

щений на элементы орбиты. Указанные обстоятельства пос.1у­
жили основанием лля рассмотрения орбитааьного метода в ра>­
деле, nосвященном геометрическим задачам кос:v~ической геоде­
зин. 

Из теории движения спутника известно, что его по.1ожение и 
с1;орость в некоторый мож'нт 11, есть функции нача.1ьных ycлo­
filri'r дВIIжения и времени, т. е. 

~ k : ~-k (-~о· У о• Zo, -~о• ~о• ~о· t k) } • 
r k - r k (хо, У о• Zo, Хо, У о• Zo, t k) 

(V.98) 
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Состав измерений в орбитальном методе может включзть: 
топацентрические эi<ваториальные координаты а' и б', получен­
ные путем фотографических наблюдений ИСЗ, расстояния г' 
и радиальные скорости f', полученные с использованнем .rrазер­
ных или допплеровских измерений. 

Линеаризация уравнениii, связывающих измеренные вели'-lи­
ны а', б', г', f' с координатами ИСЗ и состав.'Iяющими вектора 
его скорости, а также с координатами пункта наблюдений, прн­
Jюдит к уравнения:-.1 поправок 

sina' cos а' 
о 

г' cos 6' г' cos 15' 
cos а' sin 6' sin а' sin 6' cos 6' 

г' г' г' 

cos а' cos б' si n а' cos б' sin б' 

{ xk ;· 11х1 -.. -, ---vr J 
r Yk ;. 11v} 
17-(rl2 {~ -~ .!1Zt 

г' (г') 2 } 

о о о d(xk-X 1)\ 

d(yk- Yz) 
lr;. Vr;. 

о о о d(zk-Zz) 1 !б Vo 
х 

1 (V.99) 
dxk 

~г l, vг 
о о о 

dyk 
[. v· 

1Х ~у 1Z 
г lk г 

r-' г' г' lk dzk 

В кn:-.1пактной записи эти уравнения имеют вил. 

д(а',6',г',;') 1 k · · ., 
------___..!~ d (х, у, z, х, у, z)k -
д (х, у, z, ~. у, ~)k 

д (а', 6', r', ~') 1 k У , 
д(Х, У, Z), d(X, , l.)1+L=v. (V.lOO) 

В уравнениях (V.99) и (V.J 00) принято, что ~Хо= ~S'v= 
=~Zo=O. 

Линеаризация уравнений (V.98) и по.'!,становка результатов 
в (V.IOO) дают уравнение поправок орбитального метода 

д (а' 6', г', г')1k 
. . . 

д (х, у, z, х, у, z)k 

д (х, у, Z, Х, у, Z)k ·li (Х, у, z, ;, у, z)~ _ 
д (х, у, z, х, у, z) 0 

д(а',6',г',r') 1 k • 
д(X,Y,Z)l ·d(X,·y·,i)i L-cv. (\'.lf)J) 

Как с1едует нз уравнения (V.IOI), в орбнта.lыюм методе 
опре.'!.С•lЯются понравки не к координатам спупшка, а к эпс~!~Н­

та~! орбиты на опреде.1енном вре:'vlенном ннтерва.1с. Уравнсi!IIЯ 
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nоправок вида (V.I О 1) в соответствии с числом измерений со­
ставляются для каждой дуги. Эти уравнения являются частично 
независимымн, поэтому полученные на их основе нормаль!:lые 

уравнения целесообразно решать по методу Пранис-Праневича. 
Для вычисления свободных членов L в каждом приб.'liiЖс­

нии численно или аналитически интегрируется система диффе­
ренциальных уравнений движения в оскулирующих эле!\rентах 
:1.1И прямоугольных координатах с возможным в настоящее 

время учетом всех действующих на ИСЗ сил. По полученны:-.1 з 
результате интегрирования значениям координат и скоростеii 
ИСЗ вычисляются приближенные; но точно соответствующие 
принятым начальным ус.1овиям, значения измеряе:-.1ых вc.:rii'iiiH 

11 далее свободные члены. 
При вычислении :-.1атриuы производных 

д (х, у. z, х, у, z)k 

д (х, у, z, х, у, z)0 

значения которых нужно знать только приближенно, в уравнсчн­
ях движения достаточно учитывать лишь вековые члены [ 1 OJ. 

В случае необходимости отнести координаты к центру l\tacc 
Земли в уравнения (V.1 О 1) добавляются соответствующие неиз­
вестные ,1Х0 , LlY0, !lZ0 , представляющие собой координаты цент· 
ра реферснц-э.1.1ипсоида в абсо.1ютной системе координат с на­
чалом в центре масс Зем.1и. 

В настоящее время одной из практических реализациii ор­
битального метода является так называемый метод "ороп;uх 
дуг. Этот метод, в котором прогнозирование положений спупш· 
ка осуществляется на отрезке траектории в пределах одного­

;щух оборотов на участках, охваченных наблюдениями с разнi.>IХ 
станций, иногда называют полудuнамuческuм. 

Применевис метода коротких дуг для экстраполяпни поло­
жений ИСЗ в пре,1елах о,1ного-двух витков с точностью порядка 
сотни метров требует учета вековых и короткопериодических 
возмущений от сжатия Зе:-.~ли, возмущений от тессеральных гар· 
моник, а для спутников-баллонов- вековых возмущениii всле.1-
ствие давления солнечной радиации. Сопротивлением атмосферы 
на высотах 1000 км и бо.1ее в таком случае можно пренебrеЧI>. 

Орбитальный метод и~1еет опре;1:еленные преимуществd пе­
ред методом синхронных (1шазисинхронных) наблюJ.еннй. 
Прежде всего отпадает необходимость :1.аже в приб.1ижешюй 
синхронизации наблюдениii, что ведет к увеличению общего 
чис.1а испо.1ьзуемых в обработке результатов измереннй. По­
ско.1ьку коор;щнаты положений спутников не участвуют в ура!З­
неннях поправок в качестве неизестных, то сокращается ЧII<:.lO 

опре.1.е.1яемых параметров. Наконец, имеется принципиальнан 
возможность отнести нача.1о координат референцноii гео:J.езн· 
чес:\оЙ ciicтe~IЫ к центру масс Земли. 
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Недостатком орбитального метода вообще и метода корот­
юiх дуг, в частности, яв.1яется сравните.1ьно невысокая точность. 

Причнна этого заключается в несовершенстве теорий движення 
спутннков, а также в !с!~точном знании параметров гравитацион­

ного поля и атмосферы. 
Напротив, если хорошо известна орбита, то этот метод яв­

.1яется ыощны:-.1 средством д.1я улучшения геометрического ре­

шения. 

Да.1ьнейшее совершенствование орбитального метода, осо­
бенно нрн условии применении лазерных наб.1юдений, позво,1ит 
повыс1пь точность опреде.1ения координат наземных пунктов 

при о;:щовре:.tенном увеличении протяженности дуг, на которых 

осу·,~сств,lяется прогнозирование движения ИСЗ. 
В с.1едующих параграфах рассматриваются некоторые зада­

чн Еосмическоl! геодезии преимущественно геометрического ха­
рактера, для решения которых необхо.1имо знать элементы ор­
бит спутников, т. е. надо применять расоютренвый выше 
орбитальный метод. В основу при ЭТО\! бы.111 положены иссле­
дования М. Бурша*. 

§ 9. Определение параметров общего земного эллипсоида 
по наблюдениям И СЗ 

Пусть общнi'I земной э.1.1Ипсоид яв.1·яется э.ы1шсоидо~t вра­
щенJJЯ с параметрами а, е2 ; его центр совпа.1ает с uентро:-.1 \Iacc 
Земли. ма.1ая ось- с по.1ярноi'r осью инерции Зем.111. 

Уравнение эллипсоида 
~ 2 о 

ХЕ , УЕ ZЁ: 
а2 • 7 + ь2 ссс l. (V.l02) 

При:шмая по вни:>Iанне, что 

е2 

и ;1ереходя к геодезической снетеме Х, ,\'. Z, по.1учнм 

(Х2 + У2) (l- е2) + /.2 - а2 (l- е2) =О. 

(V.IOЗ) 

(V.I04) 

Ес.1и радиус-вектор э.1лrшсои.ы направ.1сн вдо.1ь радну::а­
точк!r М0 земной поверхности (рис. 5G), то :.юже~t записuть 
ур;вненне 

Z R 
(V.I05) 

и.: R соответствует текущН\1 коордш-rата:-.1 Х, Ji, Z. 

• « Теорин оnредедення раз~1еров общего зе~шого эл.1I!Псанда 1: н сходных 
rcc,.l,c·.<:Iчc'CKIIX дат по наfiто.1еннн~1 нс;{усственных сnупшков З..::.J.-:11:>, Stc:dia 
gec•pl·.\·~ica et gcodactica, 4. !962. 

<<Тсорня оnределения nо.~ожсния 11ентра референu-:;.1.111nсонда по наб.1ю· 
дсн!IЯ\1 I!СЗ», Stнdia gcopl1ysica ct geodaetica, 3, 1965. 
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Совместнос решение уравнений (V.104) и (V.105) дает коор­
:lннаты точка М' (Х', J'', Z') на nоверхl!остн э.1юшсонда ( с~1. 
рис. 5G) 

х, х (l 2)'/. !(х~ 1 1".2) (1 ") 1 2 21-•:, :о-= а 0 - е · о -~- о - е- т . о · 

У'= аУ0 (1-е2(' [(Х6 + У6)(1-е2) -!- ?~]-'/, . (V.106) 

Z' = al0 (1 - е2(' l (Х6---'- У6) (1 - е2) + z6Г' 1 • 
Согласно рис. 56 

R0 =R'+дR, (V.107) 

nричем 

1! 

Ro "---- [Х6-!- У6 + Z6]'/, 
(V.108) 

z 

., 
-о R' = а(1- е2)' 1 • [1- е2 >­

)< (Х6 + У6) Ro2]-'i,_ '...АО:::--1---+---- ---7 

с 
(v'.109) 

(V.109) 
учетом (\'.1 08). 
мо;кно заnисать 

дR ----= [Х~ + yg + Z6]' '­

- а(1- е2)' 1 • [1- е2 (Х6+ 
+Yg)Ro2]-'1'. (V.110) 

' у ___ ...... 
~ : ___ ----;_ 

---------~ 1.. 

,; Уо 

!-не. 56. К nьшо.1у nараж~тров общего 
зс~шоrо э.1.1нnсонда 

Пренебрегая ч.1енами nоря.1ка а ·е6 и меньше, nолучим ., 

AR = (Х6 +У~+ z6)'1'- а{ 1- +е2 [1- (xg +У~) R2~-~ 

-+е4 [1 + 2(Х6 + У6) Ro2 -3 (Х6 + У6) Ro4J}. (V.111) 

Ес.ТJИ известны приб.1ижснные значения nараметров общего 
зе:\шого э.1.1ппсопда (ао, ei), то ИСI\0:\IЬI:\Ш становятся поправки 
к этюt ве.'!пчинам (da, de2), причем 

а= ~о +da}. 
е2 = ео -!- de2 

(V.112) 

Так как da и de2 - ве.шчины сравнитеnьно небо::ьшис, то 
~южно пренебречь членюш порядка а0 (de2) 2; (lade2 ; da (de2) 2 ; 

еЕ acde2 и меньшими, тогда с учетом (V.112) из (\'.111) юtec:-.t 

дR = - da { 1 - + е6 [ 1 - (Х6 - У6) R-2 ]} -

1 2 [ ( 2 2) _? -2a0de 1- Хо--Уо Ro-]+1, (V.113) 
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где 

l (х2+У2, 1.2)•;, {1 1 2[ 1 (X2+Y2)R-21 = о о-;- -u - а0 - 2 ео - о о о -

-+е~ [1 + 2 (х6 -г У6) Ra2 -3 (х~ + У6) Ra 4J}. (V.114} 

Таким образо:-.1, зная из теории движения геоцентрич~скн~ 
координаты ИСЗ, а из наблюдений- топонентрические, при не­
обходимом количестве набаюденнй можем получить da, de2. 

Для этого, располагая а0 и eg, а также вычисл1в Ro и R', 
составим для n пунктов, с которых выполнял11сь наблюдения, 
уравнения вида (V.113). Решение этих уравнений должно вы­
полняться под условием 

n 
~ (ilR)2 =~ шiп. (V.115) 

1 

Если исходить из того, что общий зe:v~нoii элmшсоид должен 
.'Jучше всего подходить квазигеои.ту, то решение должно вы­

по.'Iняться под ус.1овие:-.1 

1! 

~ !D.R- Н q sec (В0 - Ф0)] 2 = min, 
1 

где Нч -нормальная высота. 

(V.116} 

Если допустима ошибка в 1 л1, то в:v~есто (V.\16) можно по­
ложить 

n 

~ (D.R- Hq)2 = шin. (V.117) 
1 

Свободный ч.1ен в этом случае с.1едует из:-.1енить на nели­
чину Нч. 

В результате решения систе~Iы ураnненнй вида (V.113) опре­
деюl:\1 иско:-.1ые поправки da и de2 к вриближеиным знач~Iшям 
параметров. В прi!!щипе такнм же образо:-.1 решается за,~ача об 
опреде.1енни параметров трехосного эллипсоида, только приме­

няются бо.1ее сложные формулы и прсобразования. 
Рассмотренныii способ имеет в первую очередь :'.tетодическое 

значение. Практически величину сжатия, а следовательно, и эк­
сцентриСiпет люжно определить, используя вторую зональнуrо 

гармонику 12. В это1>1 с.l)'чае (V.113) сразу дает da. 

§ 1 О. Оnределение nоложения центра референц-эллиnсоида 
относительно центра масс Земли 

Пусть наб.1юдсння спутников ведутся с пункта 
~.1 ). На ocнoвaнllll (рнс. 57) можно записать 

D.Х=х-х'-Х-бХ('ф, tl, ·у)] 
D.Y -~у- у'- У- б У ('ф, а, у) . 
D.lo-.ooг-z'-Z-бZ(Ч;, а, у) 

('v'.ll8) 
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Заменяя значения координат, входящих в правую часть 
(V.\18) в соответствии с формулюш преобразования коорди­
нат (см. r.1. 1), имеем 

дХ =г [cos и cos (Q - S)- sin и sin (Q- S) cos i]- ) 
-N' cosBcos L- г' cos б' cos(a.'- S)- i'N' cos Bsin L + 

+ f}NsiпB 
дУ =г [соsи sin (~~ -S) + sinu cos (Q- S) cos i]- t 

- N' cosBsinL- г' cos б' sin (а.'- S) + yN' cos В cos L- 1' 

-'ФN sin В 
дZ = г sin и sin i-N sin В- г' sin б' - N' cos В Х 

Х (&cosL--фsinL) 

Рис. 57. К опреде.1ению 
положения центра рефс­
ренц-эллипсоида относи-

тельно центра масс 

где 

r 
х 

N' = N +Hq + ~q 
N = а ( 1 - е2 sin2 В) 

N=N'-Ne2 

и=-=со+v 

~,1 - аномалия высоты. 

l l' 

1. 

(V.119) 

(V.I20) 

Если yr.rш -ф, it, у определены заранее, например, по спосо­
бу, описанному выше, х, у, z известны из теории движения спут­
ника, х', у', z'- из наб.1юденией, Х, У, l вычислены по геодези­
чесК!Il\1 координатам пункта М: В, L, Н, то неизвестными оста­
нутся только .1евые части уравнений (V.118) и.1и (V.119), т. е. 
координаты центра референц-э.1.11шсоида относительно центра 
масс Зем~1и. 
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При практическом решении задачи д.1н увеличення точности 
сле,1ует пользоваться не са\!ОЙ орбнтоli, а ее п.1оскостью, урав­
нение котороii можно записать в виде 

Х siп (~2 - S) siп i - У cos (~2- S) siп i + Z cos i = О. (V .121) 

В резу.1ьтате замены геоцентрических координат Х, }', Z 
через геодезические, с учетом сдвига н поворота референцной 
систе:-.~ы, по.1учаем уравнение поправок 

где 

(~Х + yN' cos В siп L- f}j:[ siп В) siп (Q- S) siп i­

-(~У- yN' cos В cos L- 'фN siп В) cos (~2- S) siп i + 
+ [~Z + N' cosB (&cosL- 'ф sinL)] cos i + l = v, (V.122) 

l = (N' cos В (~2-S- L) +г' cos 6' siп (Q- а') siп i + 
+ (N siп В+ r' siп 6')] cos i. (V.123) 

Ес.1и эйлеровы углы 'ф, it 11 у определены отде.1ьно, то тогда 
11~1еем уравнение поправок 

где 

~Х siп (Qп- Sп) siп in- ~у cos (~~n- Sп) siп in + 

(" = l,п + N; cos В1 [(у siп iп cos (~2п- Sп- Li) + 
+ (& cos Li- 'ф siп Lд cos inl -lVi sin Bi siп in Х 

Х [Н sin (Qn- S п) + 'Ф COS (Qп- S п)J. 

(V.124) 

(V.l25) 

Таким образом, вместо уравнений (V.l22) с шестью неиз­
вестными по.1учили уравнения, содержащие только три неиз­

вестных. 

В уравнениях (V.l24), (V.l25) п-номер наблюдаемого 
ИСЗ, i- номер пункта наблюдений на поверхностн Земли с 
известнымн геодезически;vш координатюш. 

Наибо.1ее точно задача будет решена в то~t с.1учае, если 
пункты в единой снсте:-tе референu-э.1.шпсоида будут располо­
жены на значительной территории Зешш и наблюдаются спут­
Ш!КИ, двшкущиеся по разным орбита!\! (разные Q н i). 

Ес.1и известны вес восемь парамстров, опреде.1яющнх рефе­
ренuную геодезическую систе:'llу, из тсорнн движения- геоцен­

трические координаты спутника, а из наблюдений- топоuентрн­
ческие, то в соответствии с формулюш (V.ll9) по результатам 
наблюдений спутников ~югут быть опреде~1ены геодезические 
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координаты точки М;, т. е. исходиые геодезические даты 8 0 ., 

1-о, Н0 • Однако практическая реализация такой задачи не пред­
ставляет особого интереса. 

§ 11. Основы проектирования космических геодезических 
построений 

В зависимости от постав.1енных задач могут при:v1еняться 
три вида космических геодезических построений. 

Д.1я обеспечения единой системой координат значите.1ьноi'r 
территории на поверхности Земли, для получения системы пунк­
тов определенной п.1отности создаются сплошные сети. 

Передача координат на значительные расстояния, установ­
.1ение связи между разными геодезически:vш систе:vrами осу­

ществляются прокладкой рядов или так называемых векторных 

ходов. 

К третьему виду космических геодезических построений от­
носятся отдельные фигуры, которые используются д.1я опреде­
:rения положения отдельных пунктов, например для привязюr 

островов. 

Каждое построение может рассматриваться как сочетание 
от дельных э.1емента рных фигур. 

Особенности космичесrшх геодезических построений заклю­
ч::ются в том, что наблю;1.ения в них яв.1яются одностороннимн 
(с наземных пунктов на спутники) и положения спутников оп­
ределяются менее надежно, чем положения назе:-..~ных пунктов. 

Создание космических геодезических построений .1юбого ви­
,l,а начинается с составления проекта. 

В процессе проектирования решаются следующие задачи. 
1. В соответствии с поставленной задачей выбирается тот 

или иной вид построений. 
2. Определяется необходимая п.1отность пунктов и точ­

ность определения их координат. 

3. В зависимости от требуемой точности, с учетом временно­
го фактора, при уеловин минимальных трудовых и материаль­
ных затрат опрел.еляются по.1ожения, в которых следуст наблю­

.!.а ТЬ СПУТНИК (СПуТНИКИ). 
4. Решение задачи в соответствии с содержанием пункта 3 

приво;1ИТ к необхо,1и:-..~ости установить требования к пара\tет­
ра\1 орбит ИСЗ. 

5. Оптимизацня проектируеv!ЫХ по.тюжений спутннков до.сrж­
на ВЫПО.lНЯТЬСЯ С VЧeTOl\1 обеспечеНИЯ \'С.lОВИЙ BI!.li!MOCТ\1 
(пункт-спутнпк). ПрЙ это:-1 .1олжно быть Задано MIII!I!\Ia.lьнoe 
значснне высоты спутника на.1 горизонтом, учтено в.lИЯН!!С 

астрономической или электронной рефракции, приняты во внн­
\1<Jнис BOЗ~IOЖHOCTII ПрШ!СНЯЮЩеЙСЯ <lППаратуры. В С.lучае !1C­
ПO.lb30BaHIJЯ пасс1шных спутников интервал врб!ени, пригодный 

.:ия наб.'Jюдсний. ;1О.'1жен быть опреде.1ен такюt обр<lзо:~t, что-
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бы обеспечить освещенность спутника Солнце:-.1 и возможность 
его фотографирования на фоне звезд. 

При проектировании пользуются априорными формула:vш, 
rюзоо"1яющими прел.вычислять точностные характеристики от­

_-tе.lыrых эле"'1ентов спутникооых построений, в том числе и 
ош;1бки определения положений пунктов и спутников. 

Наиболее эффективным способо:v1 создания оптимального 
проекта является математическое моделирование с использова­

шrем ЭЦВМ .. 
В отдельных случаях при проектировании приходится учи­

тывать некоторые дополнительные требования, например огра­
ничения, обусловленные физико-географическими условиями на 
пункте наблюдений, необходимость использовать запущенные 
раньше спутники. 

Завершается проектирование расчето:v1 необходи:vюго коли­
чества измерений и эфемерид ИСЗ :~ля организацнн наб.lюде­
ний с вычислением каждого из пунктов построения. 

Kpo:v1e определения точностных характеристик важное зна­
чение при лроектировании nостроений в uиде ряда имеет опре­
.1е.1енrrе oптri'\'Ia.lыrыx условий лере:tачи координат, т. е. ло,lу­
ченrrе при минима.'!ыюм чис.:rе пунктов минимальной относи­
те.lыюй ошибки 

Мп . 
-- = пнn 

L ' 
(V.I26) 

где М,.- ошибка лоложенив nоследнего пункта, L- длина ря­
;J.а. 

Вопросы проектирования косl\шческrrх геодезических пост­
роений подробно расоютрены в монографии [9]. 

§ 12. Построение мировой геодезической системы и сетей 
сгущения 

Еще на Xlll Ассамблее МГА (1963 г.) были выдвинуты 
nредложения по nостроению мировой геодезической сети. 

В 1964 г. в США Межл.уведомственной рабочей груnпой с 
участием NASA была разработана национа.1ьная геодезическая 
спутниковая программа США (NGSP). Согласно этой npoгpa:'ll­
мe л.1анирова.1ось определить с точностью 10 м геоцентрические 
координаты 86 опорных лунктов на поверхности Зем.1и, связать 
прн это;о..1 все основные гео.1езическис систе:v1ы и nостроить та­

КИl\1 образом мировую геодезическую систему. 
В 1966 г. в США был запущен спутник-ба.1.1011 PAGEOS. 

На основе наб.1юдений этого спутника фотографическим мето.'!.О:\1 
л.1анировалось создать :v~ировую геодезическую сеть более че:.r 
из 40 станций с расстоянием меж,1.у шr:-.ш 2000-5000 к:-.1 (с 
ошибкой ло.1ожения nункта 1 О м). Из лре,1,варите.1ыюго урав­
ннвания ошибки по высоте в этой сети составили ± 11-± 15 м, 
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а в плане ±5-± 10 :v1. В настоящее время работы по програм­
ме PAGEOS завершены. По оценке lllмидт<l точность опрсдс­
.1СIIИЯ коорл.инат пунктов сети хара1перизуется спс:Lующнми 

ошибками: по высоте 5,() \1, но :ю.1готе 11 широте 3,1 :.1. 
Пос.1с завсршешш работ по созданию ;vшровой I'C0.1CЗIIЧC­

ci<OЙ сети 11 на се основе :vюжно развнп, 1<антннентальные сети. 
Точность завершенной KOIITIIIICIITaльнoii сст11 Северной Л\н'ри-
1\И по предварительным IIОЛ.счста:\1 составит 2 м в плане 11 3 l\1 
по высоте. 

И. Д. Жошоловнчем (1965 г.) бы.1 прсд:южен проект миро­
вой геодезической сети ш 12 пунктов с длинами хорд D= 
=6700 км, с высотой спутника 12 300 к:v1. со средним расстояни­
ем между наземными пунктами 14 000 К:\1, что соответствует 
углу засечки при спупшкс (t) = 28°. Проект этот не был рса:'lн­
зован. 

В 1969 г. И. Д. Жонголовнч предложил проект геодезиче­
ского векторного хода Арктика- Антарктика. Работы по реа­
лизации этого хода были начаты в рамках программы 
ISAGEX и продолжаются в настоящее время. Общая протя­
женность хода 17 000 ю1, средняя длина отдельной хорды по­
рядка 2200 км. Ход сосл.иняет пункты Баренцбург- Звениго­
род- Каир- Могадишо- о. Реюньон- о. Кергелен- Мирный. 
Длина стягивающей хорл.ы 12 400 юt. По результатам синхрон­
ных наблюдений ИСЗ э.1с~tенты отде:1ьных векторов (хорд) до.1-
жны быть по.1учены с точностью 2 · 1 О-6 . Это потребуст око.'IО 
30 пар синхронных наблюдений для опреде:1еНI1я 1-:аждого во;­
тора при условии, что направлення будут получены с ошибJ<о:'r 
не более 1", а дальностн с ошибкой не бо:1ее 1--2 м. 

В настоящее вре:v1я не вызывает сомнсннй, что нанб<мсс 
ценные в научноы и практическом отношсшш результаты IЮ:Iу­

чаются ИЗ COB:\ICCTIIOГO 11СПО.1ЬЗОВаi!ИЯ HaЗC:VIllЫX И СПУТIШКОВЬIХ 

данных. Это относится 11 к созданию коо1ичсских геодезических 
построений. По мнению ряда ученых [42], мировая гсо.rJ.с.зичс­
ская сеть должна строиться со сторонами порядка 4000-
5000 км. На ее основе должны создаваться континентальные 
сети со сторонами 1500-2000 км. Дальнейшее сгущение 
(сеть «нулевого класса») це.1есообразно получать назс~1ны:v~н 

методаiiiИ. Однако аз1в1уты образуl?:vtых при этом звеньев д,1И­
ной в 200-300 I<M целесообразно опреде.1ять методом «звездноii 
триангуляции» Вяйсяля н.з наблюдений сnетящихся ракет на 
фоне звезд. Детальная разработка метода определения геодези­
ческого азимута линш1 по синхронным наблюдениям с се кон­
цов дана К. Арнольдо:v1 [61 J. В отде.,1ьных случаях, например 
по линии Брауншвей г- Мюнхен (ФРГ), точность определения 
геодезического азимута по внутренней сходимости состава 

0,22", а из сравнения с наземной триангуляцией точность со­
ставила 0,60". Азимут линии Потсдам- Бухарест по синхрон­
ным наблюдениям ИСЗ Echo 1 определен с ошибкой 1 ,6". 
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Г .1 <1 R а v'J 
ДИНАМИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ КОСМИЧЕСКОй ГЕОДЕЗИИ 

§ 1. Сущность динамических задач 

В литературс [3], [30] дннu:\шческн~ за;~ачи космической гео­
дезии определяются не nпо.ше однозначно. Поэтому мы будем 
ИСХО;l,ИТЬ IIЗ существа проб.ТJеМЫ. 

Пол. динамическими задачами космической геодезии бул.с;-,1 
понимать такие задачи, ири решенtm которых существенным 

образо:-.1 иснользуется теория движення ИСЗ *. Эта теория 
используется, конечно, и n геометрических задачах, но в мень­

шей степени- главным образрм л.ля расчета эфс'11ерид спутни­
ков с той или иной степенью приближения. В д1шамнчсских же 
задачах теория движения ИСЗ испо.1ьзустся с нанбольшей воз­
можlюй точностью. 

Динамические задачи МО/IШО разд~mпь на л.ва тина. 
1. Определение и уточнение парi1мстров гсопотенциа.1а по 

позмущениям орбит ИСЗ. 
11. Совместнос опрел.сленне параметров гсопотенциа,1а и ко­

ординат пуиктоп наблюдений по наб:1ю:tасмы:-.1 возмущенным 
положениям спутникоп. Одноврс:-.1енно опрс;Lе.1яются вараметры 
перхней атмосферы. 

Сущность задач нервого типа зак.1ючается в следующе:--1. 
Пусть в некоторые ~юмснты времени 11, t2, t3 ... методi1:\Ш, опи­
санными в гл. 11, опрс;Lелены элементы орбиты спутника (и:IИ 
спутников) соответственно Э;1. Э;z, Э;3 ... , j=!, 2, 3, 4, 5, G. 
Пусть также в этих эле:-.1ентах учтены все возмущения, кроме 
nозмущений от геопотснциала. Тогда .1юбая разность Эiz-ЭJ'• 
ЭJ3-Э;1, ЭJз-Эiz н т. л .. будет являться функцией пара!У!етров 
1·еопотенциала. 

Указанные разности являются чис.1овымн значеннямн возму­
щений от геопотенциа.1а в э.1ементах орбиты за проl\:ежутюi 
времени, соответственно t2-t1, 13-t,, t3-t2 и т. л. Подставив 

~ Это означает. что задача принципиально не может быть решсна по дан­
ным одних пишь набтодсннй ИСЗ без прнвпсчення его тoчJioii теории двн­
жсння. 
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iiаЙдснные значенин воз~1ущений n формулы )l.Jiн rю:1мущениl! 
от геопотенциа.1а, нолучи:v1 алгебраические ураnнешш nнда 

Эik~-Эis~ Fщs.J21 FщsJ3 ;- ••• , (\1I.l) 

R которых эjlt-Эj"- свободные ЧJICI!ЬI, F2jl<s• Fзji<S 11 т .. 1..­
известные коэффициенты, зависящие от э.1ементов орбиты и мо­
ментов временн t1,, t.,, 12, 13 н т .. 1.. -искомые параметры гео­
потенциала. [с.1и число ураннений вида (Vl.l) не меньше чис.1а 
искомых пара'>lетроn геонотенциала, то уравнения (\'I.l) 1\10-

гут быть решены. Обычно число уравнений избыточно и их ре­
шают по снособу наименыш1х кnа,1.ратов. В конкретной методи­
ке решения существенно нспо.1ьзуются веi<овые и до.'!гоперио-

. дические возмущения. 
Задачи второго тиnа основаны на с,1е.тующих соо?раженнях. 

Пусть q0 - какая-либо из координат сnутника, нанденная из 
наблюдений в некоторый мо:\1ент времени с пункта, координаты 
которого необходимо уточнить. Пусть также на момент наблю­
дений по теории двнженин ИСЗ вычислены теоретические ко· 
ординаты сnутника qr учтя по возможности все возмущения. 

Причем вычисления воз'I-Iущенных коор;l.инат ИСЗ проведсны с 
той же точностью, с какой выполнены наблюдения, независимо 
от точности, с какой известны napai\leтpы, характеризующие 
возмущения. Если бы все воз:\1ущающие парю1етрь1 и коорди­
натьi пункта были безошибочны, то ваблюденная координата 
q" совпала бы с вычисленной qr. В действительности такого 
совnадения нет. Поэтому разность q0 -q,. является функцией 
искомых поnравок в возмущающие пара;v1етры, начальные усло­

вия движения и координаты nунюа. Для разностей указанного 
тиnа принято общее обозначение «О-с»- ObseГ\•atLIПl шinus 
calculatum, т. е. «наб.lюденное минус вычис,1енное». Полагая. 
что лунно-солнечные nоз'l-!ущения, воз:\1ущенис от светового 

давления и возмущения от второстенеш1ь1х факторов учтены 
достаточно точно, можно считать, что нз 1юзмущающих нара­

метров nоправок требуют нараметры геоnотенциала и nарамет­
ры верхней атмосферы. Пусть наблюдения произведены с :..шо­
гих пуНКТОВ ВО МНОГИе :\10МеНТЬI BpC:'I1CШI, так ЧТО ПО.1уЧеiЮ n 
разностей «О-с». Разлагая каждую разность n ряд по стеnеня'l-1 
искомых поnравок, ограннчнваясь nepвЬI:vlи стеnенями разложе­

ния, или, как nринято говорить, .1инеаризируя разности «о-с», 

по.1учю1 n линейных а.lrебраичесiшх уравнений вида 

q --q = -~Х r--~ --1---~Z + Е ( дq ' дq у . дq ) 
о с дХs s дУs s ' дls s 

s 

+ __!!:!_ М20 + _j_g__ ~u>0 + д: М0 + ~~а0 + ~ ~е0 + 
дQь дwо д1о дао део 

+ _!!_g___ ~Мо + !.2__ ~J .• + ~ ~Jз + 
д.\10 дJ 2 - д.! 3 
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J- -~- дq dp + r'дq dH -'-
. . . ' дро о дН ' 

(Vl.2) 

Здесь: q.,--q.,- свободные члены (разности «О-с»), .1Х,,, dYs, 
~Zs- поправки в координаты пунктов, .1Q0 , .1wo, ... L1Mo- по­
правки в нача.1ьные элементы орбиты ИСЗ, .'1/2, .1/з, ... -по­
правки в параметры геопотенциа.1а, .'lp0, .1Н, ... -поправки в 
пара~етры атмосферы (н соответствии с § 20 гл. 11, ~\ро- по­
правки в п.1относп1, ~Н- в шка.1у высот*. 

Выражения для пронзводных, являющихся коэффициентами 
уравнений (VI.2), могут бып, в пршщипе получены диффе­
ренцированием явных выражений координат спутника по соот­
ветствующей пере:v1енной. Эти производные зависят от началь­
ных усJювий движения 11 времени, а значит, могут быть вычис­
лены. 

Если число n уравнений (VI.2) превышает чнс.rю неизвест­
ных, то рассматривая (\'1.2) как уравнение погрешностей, мож­
но составить систему нормальных уравнений. Решив эту систе­
:\tу, найдем вероятнейшне значения искомых поправок. 

Днпамичсскнй мето.'l, суш.пость которого только что описана, 
хотя и более сложен, чем геометричсс1ше методы, но принци­
пиально гораздо более выгоден, так как автоматически дает 
положения пу1штов относнт~.1ьно центра масс Земли. Это объя­
сняется тем, что теория движения ИСЗ, используемая в методе, 
всегда дает координаты сnутника относительно центра масс 

Земли. Геометрические же методы позволяют определять лишь 
взаимное расположение нунктов. 

§ 2. Определение зональных гармоник геопотенциала 

Рассмотрю.1 общую за;щчу опреде:1ения зональных парамет­
ров гсопотенцнала. 

Будем исхо:tить нз слел.ующих свойств возl\tущений, вызы­
ваемых в орбите ИСЗ зона.!JЬнымн гар:\юниками геопотенциала. 

1. Зональные гармоники геопотснциа.1а вызывают вековые 
возмущения .'!ишь в уг.1овых элементах орбиты спутника Q, 
w и м(). 

2. Большая полуос1, орбнты содержит лишь короткопериоди­
ческие воз~tущения. 

3. Наиболее значнте.1ы1ые вековые возмущення от четных 
зональных гармоник в уг.1овых элементах пропорциональны 

J .. (n=2. 4, 6, 8, ... ).от нечетных гар:-.юник-пропорциональны 
el,. (п = 3, 5, 7, 9, ... ) , где е- эксцентриситет орбиты. ес.1и ис­
пользовать э.1ементы (11.131); в обычных эле:-.1е1пах вековых 
возмущеннi1 от нечетных гармоник нет. 

* Здесь нужно В!Юii.IIJЪ еще ряд JJ<mpaвoк, 110 wx оnисание выходит 
:1:1 рЗМК\1 KI!IIГH. 
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4. Амплитуды до.'! гонериодических возмущений от четных зо­
нальных гармоник в до.1rоте уз.1а Q ю1еют порядок e2J2. в 
;ю.1готе перицентра (JJ-cJ2, в нача.1ьном значении средней 
аноматш М о- (1 +e)J2; а::~ш"1итуды до.1гопериодических nоз:-.1у­
щений от нечетных гармоник JI:\Ieют порядок. соотnетствснно 

( l \ 
е!~- в уз.1е. /2- n долготе псрицентра, 1 +- 1 !~-в М а. 

\ е 
5. Амп.1итуды до.1гопериодическпх возмущений в наклоне 

орбиты i от четных га р:-.юник имеют порядок e2J 2· от нечет­
ных- е/2. Амп.1итуды л.о.1гопериодических возмущений в экс­
центриситете орбиты е ю1еют порядок соответственно е! 2 и J 2· 

6. Период долгоперно.1ических возмущений равен периоду 
обращения перицентра орбиты под действие:-.1 второй зона.пьной 
гapMOIIJIIOI. 

7. На нбо.:н~е крупные векоnые воз:-.1ущения от атмосферного 
торможения содержатся в большой поауоси а, эксцентриситете 
е и нача.1ьном значении средней ано:-.1а.1ии Мо. В до.т1готе узда 
Q и дд1готе перицентра ы эти возмущения в тысячу раз меньше, 
так как они пропорциональны ! 2• 

Hartбo.1ee выгодными для определения зональных парамет­
ров нв.1яются те э.1е:v1енты орбиты. в которых содержатся наи­
бо.'!ее крупные воз:-.1ущения от искомых иарамстров. 

Пусть метода:\ш, описанными во второй главе. опреде.1ены 
системы э.1ементов орбиты некоторого спутника Эо. 3 1, Э2, ... . 
Э_,, ... для эпох в системе всемирного времени ИТо, ИТ 1 , ИТ2 . ... . 
итj, .... Через э обозначен для краткости любой ИЗ элементов 
орбиты. Все э.1е:-.1енты приведсны к эпохе и равноденствию 
стандартной эпохи 1950.0. Заметим, что может быть выбрана и 
любая другая эпоха; это не имеет принципиального значения. 
Поставнм в соответствие эпохам интерва.1ы времени: 

f0 =- UT0 - UT0 =О, t1 = UT1 - ИТ0, t2 = ИТ2 -­

--UT0, ... , ti= UTj-ИT11 • 

Тогда любой нз Ol.lC'\!CI!TOB j-й систе:-.1ы :vюжно пре:tставить так: 

Э- ·-- Э -1- бЭ- (VI.З) 1- о ' 1' 

где бЭj- ср1марное воз!\1ущение от всех факторов за интервал 
tj. Это воз:\Jущение представим с.1едующим образо:\1: 

бЭ-=бЭr--+63--+63- --'-бЭ< --L6Э~.·+ 
1 r:v/ ·c.:J с:/ 1' :1 

+ 6Эатi + 6Эсоi + J~бЭ~)i -'- бЭ (Л)i --!-- ч,1ены порядка J~ н выше. 
(VI.4) 

Здесь б:Э :.j• о§:- j• ьэ_~ j- соответственно вековые, ДО.lГОПериол.и­
ческне и короткопериодические возыущения первого порядка от 

:юна.'!ЬIЮi'I части геопотешша.lС!; бЭ С i 11 Ь.7_. j- воз:\tущення 
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первого порядка от Луны и Солнца; бЭатj и бЭсвj- возмущения­

от атмосферного торможения и светового давления; J~бЭ~j -
возмущения второго порядка от второй зональной гармоники; 

бЭ (Л) j- возмущения первого порядка от долготной части 
геопотенциала. 

Все эти возмущения рассчитываются методами, ош1санны:-.rи 
во второй главе, причем атмосферные возмущения могут быть 
учтены лишь с той точностью, с какой это позволяет сл.е.'!ать 
принятая модель атмосферы. Приближенные значения пара­
метров геопотенциала можно считать известными. Обозначим 

"...,.. =- 2 (2) -
бЭ1 = бЭ@j + бЭ ( j + бЭОj + бЭат i + бЭсв i + J2 бЭ(IJj + бЭ (l.)i. 

(VI.5) 
"...,.. 

Вычислив методюш теории возмущений значения оЭj. нai'I.'J.e:\1 
возмущенные элементы, свободные от влияния суммарных воз­
мущений (VI.5): 

' /".,) (э. ~., э --'- оэ.- бэ. 
1 о ' 1 1 ' 

(VI.6) 

где для угловых э.'!е\lентов вековую часть \IОЖНО записать 1-:ак 

причем, сог.1асно теории воз\!ущений 

ЭФ = J2N2 (~у Х2 (с) F2 (i) + J4N4 ( ~1 ух~(") F~ (i) + 

+ (eJ3N3 ( ~У Xa(e)F3 (i) + ... ) . 

в общеl\1 случае 1ти члены равны нулю 

(VI.7) 

.+ 

(VI.8) 

Здесь N2, N4, ... -некоторые числовые коэффициенты. х~ (е), 
Х4(е), ... - функнии эксцентриситета орбнты, выраЖ1ЮЩ!Iеся 
через коэффициенты Ганзена, F2 (i), F 4 (i), ... -функции накло­
на орбиты; ro- средний экваториальный радиус Зе!\1ЛИ, а­
большая полуось орбиты. 

Долгопериодическую часть в (VI.6) ~rожно представить 
тригонометрическим рядом относите,1ьно до.1готы перицентра 

Wj 

(VI.9)· 

r.1.e амплитуды, coг,laCJJO теории воз:--1ущеннй, прсдстап.1яют со­
бой ряды 
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A.'Jk = J 3Ф3 (а, е, i) -:- J 5Ф5 (а, е, i) + 
+ e'J2 Ф2 (а, е, i) + e'J~ФI (а, е, i) + 

_J_ 
• 1 

.. , (VI.IO) 



Вэk = J3 Ф;(а, е, i) + J5Ф~(а, е, i) + 
+ е'J4Ф~(а, е, i) + 

Функции большой полуоси, эксцентриситета и нак.1она Ф н Ф' 
по своей структуре сходны с коэффициентами при J" в (VI.8); 
показатель степени s принимает значения не меньше единицы. 
До настоящего времени в разложениях типа (VI.9) при опре­
делении параметров J" принимались во внимание только пер­
вые ч.r1ены, имеющие период, равный периоду обращения пери­
гея под действием сжатия Земли. Обычно используют элемен­
ты, на которые влияние атмосферного торможения минимально: 
долготу узла, долготу перицентра, наклон орбиты. Применяют 
также уравнение и для эксцентриситета, хотя в.:JИяние атмос­

феры здесь существенно. После выполнения описанных олера­
дий для этих элементов можно написать уравнения 

Q~ = ~20 + Qti + AQ cos (J)i + 
ш;· = Wc + ~ti + A(i) cos шi + 
i; =f0 +В; siПffii + 
ei = с0 + Besiпffi; + 

1- (Vl.11) 

1 

J 
Такие уравнения использовались, например, в работе [54]. Че­
рез Q0 , (;;о, То, ео обозначены величины !J0 -f-<~!J0 , ffio+бffio, iо+Ыо, 
ео+бео, гл.е бQ0, бшо и т. д.- поправки к нача.пьным значениям 
э.1ементов. Неизвестными в уравнениях (VI.11) являются: . . 
1) <'Юо, Q, A!l; 2) Offio, ш, A(i); 3) Ыо, В;; 4) бео, Вр. Используя 
все системы элеJ1ентов, каждое из уравнения (VI .11) можно ре­
шить по способу наименьших квадратов и определить все неиз­
вестные. Строго говоря, в уравнеипс длн эксцентриситета следуст 

• 2 
добавить члены вида пt_; + ~t i + ... , где п, ~ .... - дополнитель-
ные неизвестные, возникающие из-за пеполного учета атмос­

ферного торможения. 
Предположим, что перечис.1ешше неизвестные найдены. 

Коэффициенты Q и w используются д.1я определения четных 
парюtетров J", амплитуды AQ, Аю. В;, Ве- д.1я определения 
нечетных параметров. Теперь исходны:-.ш уравнениями являются 

уравнения вида (VI.8) для вековых Iюэффпциентов Q и w и 
уравнения вида (\'1.10) д.1я амп.1нту.1.. В первО:\1 приближении 
в уравнениях вида (VI.8) с.1едует отбросить ч.1ены с нечетнымн 
коэффнциента:-.ш. 

Ес.ш использовался ,1ишь один спутник, то уравнения (vT8) 

Д.1Я ~2 !1 (•) ПОЗВО.lЯЮТ 0Преде.1ИТЬ ТО.'IЬКО КОЭффициеНТЫ / 2 И / 4, 

а амп.1итуды- коэффициенты 13 , ls, 17• ! 9, причем такое опре­
делеш;е будет искажено в.1ияшiе:\t оста.1ьных коэффициентов. 
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По этой причине часто говорят, что из воз~1ущсний эле~1ентов 
орбиты одного спутника ~южно найти :шшь некоторую пос.1е­
:юнате.1ыюсть линейных комбинаций ко::~ффищ1ентов. 

Поэто:v1у для определении достаточно бo:JЬIIIOЙ посн:·дова­
тельности зональных параi\1стров гсопотенниа~Iа необходимо 
использовать различные спутники с разными нак.1она~ш орбиты 
i и разны:-.ш эксцентриситетами. Тог.1а уравнения 131Ца (VI.8) 
и (VI.IO) можно рассматривать как уравнения погрешностеi'1 
и решать их по способу наименьших ква.1ратов. При это:-..1 удоб­
нее искать не сюн1 параметры, а попrавю1 к •ш:--1. J..1я лого 
составляют разности «О-С>>, уравнения же (\'1.8) н (VI.IO) 
сохраняют свою форму. Например, .1:1я (\'1.8) uy.1e\l иметь 

~Э~ -~ 11J 2 • N2 ( ~ ) 
2 х2 (е) }'2 (i) + . . . , (VI.8') 

. . . 
_, _, _, (0) (0) 

где 11Эi=Эiо-Эiс, :'112 =12-12 ; J2 -нзвестнос уточняемое зна-
<ОJ _, 

чение; :'11 4=14-14 и т. д.; Эi о- «наб:IЮJ,еtшос» значенне, най-

денное уже ОПИСаННЫМ СПОСОбом; э; С- ЗНачение, ВЫЧ!IСЛеНl!Ое 
по (VI.8) с приближешiЫМIJ величинами 1~0 '. Ilpи это~1 в (Vl.8) 
нужно ввести дополните.1ьную неизвестную, характеризующую 

собой неполный учет атмосферного торможения. Во втором 

приближении в (Vl.8) нужно исправить свободные члены Э' за 
влияние нечетных пара метров, в (VI.l О) -за влияние четных 
параметров и решить уравнения еще раз. 

Такова общая схема определения зона.1ьных параметров 
геопотенциала. Эта схема употреблялась раз.1ичны:-..ш автораi\1И 
с теми или иными видоизменениями в дета.1ях. Наибо.1ее пол­
ные определения были выполнены У. Kozai [54]. 

Нужно отметить, что уравнения вида (Vl.ll) требуют вве­
дения дополнительных неизвестных, что обvсловлено постепен­
но повышающейся точностью наблюдений· ИСЗ. Этими неиз­
вестными должны являться: 

1) амплиту,1ы JLОлгопериодических воз\1ущенпй с периодами 
в половину периода обращения перицентра, одну треть и т. д.; 

2) амплитул.ы резонансных возмущений от .10.1готных rар~юник 
геопотенциа.1а; 3) допос.нительные неизвестные. характернзую­
щие собой недостаточный учет атмосферного тор:-..юження. 

Кроме того, нелесообразно 11спользоват1, все комбин<1щш сис­
те:vl элементов д.1я одного и того же сп\;пшка Э ;,. 1 -Э ;, однако 
О6Ъе:\1 IЗЫЧJIС.lИТС,lЫJОЙ рабОТЫ В ЭТО~! с.1учае возrа~ТЕ'Т-. 

§ 3. Определение коэффициентов до.1готных гармоник 
геопотенциала no возмущениям элементов орбиты И СЗ 

Коэффициенты .10.'1 готных 1·а Р'юннк гсонотсш1:1 a:I J еле дует 
ОПрсде.lЯТЬ И yTO'IIIЯTb ПОС:IС ОПрСдС.lСШIЯ 1\0ЭффlllLJieHTOB ЗО-
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нальных гар~юник. Это объясняется те:-.1, что в отличие от зо­
нальных гармоник ,1,олготные гармоники вековых воз~1ущевий 
в элементах орбиты ИСЗ не вызывают. Одновре:-.tенно с опреде­
лением коэффициентов долготных гармоник нужно искать по­
правкri к координатам пунктов наб.1юдений и поправки к па­
ра~н~трам атмосферы. Поэтому задача определения 11 уточнения 
долготных членов геопотенциа:1а по воз~хущеш1я:о.1 э.lе:\tентов 

орбиты ИСЗ является о,1.ним из аспектов орбита.1ьного :\tетода 
космической геодезии. 

Предположи:\\, что с ряда пунктов на земной поверхности в 
течение некоторого периода времени производились наблюдения 
N спутников (N= 1, 2, 3 ... ) и для каждого из спутников опреде­
лены системы элементов орбиты Эss на эпохи соответственно 

· UTsг,·(S=O, 1, 2 ... ). Будем считать. что в разностях Эs.v-Эos, 
соответствующих интерва.1ам времени fsx= UTsN-UT ох (S = 1, 
2, 3, ... ), учтены все возмущения, кроме возмущений от дошот­
ной части геопотенциала. Тогда каждая разность бS.<:.х=ЭЕ'N­
-Эо.У есть не что иное как величина возмущений за интерва.1 
fs.v от долготной части геопотенциала. 

Как мы уже знаем, эти возмущения можно представить раз­
.1ожениями вида (11.142). но без вековых членов. С учетом ре­
зу.1ьтатов § 16 и 17 второй г.1авы запишем эти раз.1оженпя в 
форме: 

6ЭsN= [ Е 
п, .k, j • ... 

---{CпkAnk(a, е, i)sinl{n, k, j}M + 
(n, k, j) 

+fпk(~~. л, е)] +SnkRпk(a, е, i)cos[{n, k, j}M +fпk(Q, л, e)]}l . 
. SN 

S,N=1,2,3, .. . , (VI.I2) 

где с",,, s",,- коэффициенты долготных гap~10HIII<; А"''' в"''­
известные функции позиционных элементов орбиты а, е, i. f" ~ -
функции угловых элементов орбиты Q, л, е; {n, k, } - коэффи­
циент при средней аномалии М, зависящий от индексов. вхо­
дящих в раз.1ожение ( 11 .156). от среднего движения исз n и 
от угловой скорости вращения Земли v (явную фор;-.1у этого 
коэффициента укажем ниже). 

Если исiЮ.'IЬзовать явные выражения разложений типа 
(\'1.12), то д.1я каждого из спутников. зная его нача.1ьныс э.1е­
~1снты орбиты. ~1ожно вычис.1нть функцни An1,. Bnk. f"k, а так­
же .1.1я каждого из интервалов времени найти соответствующее 
зн;1чение средней aнo\ta.'JIIII. Такю1 образо:-.1. коэффишiеiiТЫ С,,~;. 
5 11 ,, :\\ОЖНО рас01атривать как НеИЗВеСТНЬIС Г! :швеЙНЫХ <1.1Ге6-
раi!ЧеСКИХ уравнениях ('/1.12). Кr~к уже указыва.1ось. в (\71.12) 
нужно .10бавить ч.1ены, з:шисящие от неизвестных поправок в 

начз.1ыrые э.1е:\1енты орбиты каж,1.ого спутника, поправок в 
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координаты станций наблюдений и поправок в параметры ат­
·мосферы. 

Поэтому уравнения погрешностей должны юtеть следующую 
•форму: 

6ЭsN = [ Е 
п. k, j, .•. 

+ sllkвnk cos [{n, k, j} м+ fпkH ]SN + 6ЭаN +Е (AxsL 6XL + 
L 

+ AvsL 6YL + AzsL 6ZL) + a.isN + ~t~N + rt1N + ... (VI.lЗ) 
Здесь неизвестными величинами являются: C"h, S"''- коэффи­
циенты долготных гармоник геопотенциала; ЬЭт.-- поправки 
в начальные элементы орбиты каждого из N спутников; bXL, 
6У L· 6Zr.- поправки н гринвичские координаты каждоit из 
L (L=1, 2, 3, 4, ... ) наблюдательных станций, а,~. у ... *-пара­
метры, характеризующие неучтенное влияние апюсферного тор­
можения. Коэффициенты f1x, Ау, Az для каждой из L станций 
и каждого момента времени могут быть представлзны так: 

Ах = дЭ = дЭ дх + дЭ ду . 
дХ дх дХ ду дУ ' 

А - дЭ - дЭ дх 1 дЭ ду . 
у - дУ - дх дУ т ду дУ ' 

А - дЭ - дЭ 
z- дZ -а;_-' 

(VI.l4) 

где х, у, z- геоцентрические (инерциальныс) координаты ИСЗ, 
дЭ дЭ дЭ 

причем формуJiы для вычисления производных , , 
дх ду дz 

могут быть получены дифференцированием выражений (11.55). 
Производвые от геоцсатрических координат ИСЗ по гринвич­
ским координатам станций могут быть представ.1ены так: 

дх д ( , ' t) 
дХ = дХ х т"'' 

дц д , 
ах "-О дх (у + ТJ), 

~ =с~ __Ё_ (х' + fo) J' дУ дУ 5 

ду д ( , ' ) • 
-=-у--Т) 
дУ дУ . 

(VI.l5) 

где ~. Т) - геоце'i!трические координаты станций в инерциальной 
системе, а х', f", z'- топацентрические координаты ИСЗ, от ко-

"' Установлен· •с: связн ~1ежду а, /3, у, ... 11 параж·трюш верхней апюсфе· 
ры в нашу задач~ he входит. 
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ординат станций не зависящие. Поэтому, используя формулы 
(1.24) и (1.25), получим 
дх д6 ду ~ -. 
--= --=-- =-- = cosS, 
дХ дХ дУ дУ 

дх = ~ =- sinS (VI.Iб) 
дУ дУ ' 

где гринвичское звездное время S для каждого. момента вы­
числяется по формуле (1.26). 

Если при подготовке данных наблюдений учитывались так­
же возмущения от ряда долготных гармоник с приближенно 
известными коэффициентами, то в уравнениях (Vl.IЗ) соответ­
ствующие коэффициенты Сп,,, Snk следует заменить на искомые 
к ним поправки 6Cn,,, 6Snk· Правые части уравнений (VI.lЗ) 
представляют собой бесконечные ряды. Поэтому, исходя из 
заданного набора результат~в определений элементов орбиты 
и известной точности наблюдений, в этих рядах следуст огра­
ничиться таким числом членов, чтобы все уравнения (Vl.lЗ) 
представляли собой избыточную систему. Решив эту систему 
по способу наименьших квадратов, находят вероятнейшие зна­
чения неизвестных. 

В решениях, выполненных по описанному принципу, до на­
стоящего времени обычно оказывалось, что ряд искомых дол­
готных парю1етров геопотенциала плохо отделяется от поправок 

к координатам пунктов. При различном наборе измерений и 
расположений наблюдательных станций плохо отде.1яться от 
координат могут разные параметры, а Иi\Iенно те, коэффициен­
ты при которых в уравнениях (\11.13) либо близки к коэффи­
циентам при поправках в координаты станций, либо им про­
порцнональны. Это происходит потому, что коэффициенты при 
С 11 1,, S"1' и оХ, бУ, oZ пропорциональны некоторым периодиче­
ским функциям вре:.1ени, а для различных периодических функ­
ций времени всегда найл.утся такие мо"'·Iенты. l<orдa значения 
функций близки. Из-за сложности аналитических выражений 
указанных коэффициентов и большого объема исходной инфор­
:'v!ацин опре,1,елить заранее, какие именно пара:-.1етры геопотен­

циа.1а в :ишном случае будут плохо опре,'J,еляться, чаще nсего 
довольно тру,'J.нО. Поэтому обычно ограничшзаются констата­
цией результатов оценки точностн полученного решения. Затем 
произво.'J.ится анализ различных решений. 

§ 4. Учет резонансных возмущений 

Форма.lыiые рсшснин, по,1ученные на основе принiщпов, опи­
санных в двух пре,1,ыдущнх параграфах. !\10Жно расс:v1атрнвать 
как первое приблнжешiе к решению за;tачн изучения nнешнеrо 
геопотенциа.1а. Под вторым приб.1нжением буJ.С\1 пони:\\ап, те 
же решения, но с учето:.1 резонансных возмущений от допготных 

гар:.юник геопотенциа.1а, которые l\юrут оказаться весьма су­

щественными. 
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Сначала уточним ус.1овия резонанса. которые в упрощен­

ной форме рассматривались в § 17 второй главы. Используем 
для этого общее раз.южение пертурбационной функции (I 1 .15б) 
и формулы для вековых возмущений первого порядка от второй 
зональной гармоники (11.165). Правые части эт11х форму.1 обоз-. . . 
uачим соответственно через Qt, rot, Mot, где t- время. Подо­
жим 

Q = Q0 + Qt, ffi = ro0 + ffit, 
- _:_ 3 - ба 
М =Мнсвозм +Mot-тn -a-t' (VI.l7) 

где в соответствии с формулой (11.127) и§ 16 г.1. II ба- корот­
копериодические возмущения в большой по.1уоси орбиты ИСЗ 
от второй зона.1ьной гармоники; n- среднее движение спутни­
ка. Учитывая, что л=Q+ro и е=л+М{), подставим возмущен­
ные значения уз.1а, перицентра и сре:шей аномадии (VI.17) в 
раз.южение (11.156) с учетом выражений вида (11.158). Выразив 
для удобства среднюю а•номалию через время, усJювие резонан­
са получим, приравняв ну.1ю коэффициент при t в (11.156) 

. v ' ш 1 - k-= = (n- 2k -г 2m- 2s- 2/)-=- -
n n 

. . 
Q Мо 3 [ю ( " ) -k """"'=""- j-.- + --- j- k-=- . 
11 11 2а 11 

(VI.18) 

В соответствин с ::.ти~1 ма.1ый .J:е.1ите.1ь {n, k, j} в tVI.\2) и 
(VI.IЗ) равен 

{n, k, j} = ( 1--+ ~ ) ( j- k ; ) - (п- 2k + 
. . . 
ы Q д~ 

+2m- 2s- 2/)-. + k-=:- + j -._-. (VI.\9) 
11 n п 

Д.riя спутников с высотами на.J: поверхностью Зе~1.111 200-. ' . 
300 км и выше отношения ro/n, Qjfi, M0/n и Ьа/а составляют 
ве.1нчины порядка <.I0-3. Поэтому правая часть (Vl.\8) мало 
от.rшчается от нуля и прибт1женно :-.южно по.1ожить. как § 17 
Г.ri. 11, 

[ii-kv::::::::o. (VI.20) 

Отмсти:-.1, 'iTO при раз.шчно:\1 выборе псре:\!енных. уравнений 
::Iвиженпя 11 ~1етодов их интегрирования, а это в небесной ме­
ханiiкс всегда :'lюжно с.1е.1ать. ус.1овия резонанса могут быть 
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ПОJlVЧены в раз.1ичной форме, не обязате.ТJьно совпадающей с 
(\1( 19) о 

Задавая пос.1едовате.1ьно номера k :ю.1готных гармоник 11 

зная значения средних движений ii наб.1юдавшихся снутников, 
при помощи (VI.20), г:tе \'- уг.1оная скорость вращения Зем­
ли, наход11м значения ин.1ексов j резонансных '!.lенов. входящих 
в разложение пертурбационной функции (11.56). Например, 
пусть дан спутник с периодом обращения 2 ч, так что v/n ~ 
~0,08. В этом случае по.1учаем: k= 12, j=1; k=24, j=2; k=36, 
j=3; .... При современном уровне теории движения ИСЗ 11 

техники наблюдений спутников вряд ли це.1есообразно выделять 
резонансные возмущения от до.1готных гар:-.юник со значениями 

индексов k> 18-7-20; здесь еще необходимы длите.1ьные и весьма 
тщате.1ьные исследования. Поэто\tу в указанном примере целе­
сообразно принимать во внимания .1ишь значения k = 12. j = 1. 
АналогичЕЫ:'v! образом выде.1яе:'v! резонансные воз:'11ущения в 
орбитах всех наблюдавшихся спутников. 

Зате111 по формулам типа (\'1.12) с учето:'v! выраженш"I для 
:"11а.1ых ,1е.1ите.1ей (VI.19) вычис.1яем значения резонансных 
возмущений бЭsхрез и свободные ч.1ены в (VI.13) исправляем 
за резонансную часть правых частей. Теперь в уравнениях 
погрешностей (VI.13) свободные ч.1ены ЬЭs_..,. нужно заменить 
на ве.lНЧIШЫ lsx = бЭs.v-бЭs.vрез, а коэффициенты резонансных 
гар?~юник- на искомые к ним поправки. Пос.1е этого систему 
(\71. 13) следует решить заново. 

На практике разделять задачу на два этапа в настоящее 
время нет необходимости. Це.1есообразно резонансную часть 
возмущений учитывать в уравнениях (VI.13) сразу. 

Описанный вариант учета резонансных возмущеннй условно 
назове\1 основным. Возможны еще два варианта. заключающие­
ся в прел.варите.1ьном определении коэффиш1ентов лишь ре­
зонансных гармоник. В одном нз вариантов при опре:tелении 
зональных коэффициентов в уравнении вида (VI. 1 1) 11южно 
включить в качестве дополнительных неизвестных ампл11туды 

резонансных воз:о.1ущений или, наоборот, если искомые коэффи­
UIIенты с нскоторой точностью уже известны- учесть резонанс­
ные воз11-1ущения при вычислении свободных ч.1енов уравнений 
(VI.11). В другом варианте в уравнениях вида (\'1.13) отбра­
сываем вес нерезонансные члены и нз решения упрощенной 

таким образом системы находим значения резонансных коэффи­
пиентов в первом приближении. После выполнения этих вариан­
тов необхо.1лмо получить окончате.1ьное решение в оснонно:-.1 
варианте. Воз:'lюжны раз.1ичные ко~бинаш111 перечис.11енных ва­
риантов. Какой IIЗ вариантов «.1~'чше» н.1н «хуже». в настоящее 
время указать нельзя, так как соответствУющего критерия не 

существуст и не :-.южет пока существовать. Это объясняется тем. 
что .задача о в.1иянни резонансных возмУщений на движение 

ИСЗ с достаточной степенью строгости ·nока не решсна (см. 
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гл. 11 § 17). Поэтому на практике, в зависимости от заданного 
состава измерений орбит спупшков, расположения наблюда­
тельных станций и т. п. наиболее целесообразную последова­
тельность вычислений приходится выбирать всякий раз неза­
висимо. 

§ 5. Дальнейшее уточнение параметров rеопотенциала 
и общая схема реализации динамического метода космической 
rеодезии 

Сущность динамического метода сводится к получению и 
решению уравнений вида (6.2). Основной задачей является 
получение уравнений. Эта задача делится на две части: вы­
числение свободных членов и вычис,1ение коэффициентов при 
неизвестных. 

В качестве исходных л.анных примем следующие величины. 
1. Координаты Х, У, Z пунктов на поверхности Земли, с ко­

торых производились наблюдения спутника (или спутников), в 
гринпичской системе координат, отнесенной к стандартной эпо­
хе. 

2. Наблюденные значения величин q0 на моменты времени в 
системе UТI, характеризующие положение спутника в инер­
циальной системе координат. Это могут быть топацентрические 
прямые восхождения а' 11 склонения б', топацентрические рас­
стояния r', либо то и другое вместе. Будем считать, что наблю­
денные величины qo также отнесены к некоторой эпохе t0 , при­
чем измеренные топацентрические расстояния ~ преобразовани­
ям не подлежат, так как они не зависят от выбора системы 
отсчета. 

3. В целях общности будем считать, что начальные условия 
движения наблюдаемого спутника или его элементы орбиты 
также неизвестны и подлежат определению из имеющегося со­

става измерений. Рассмотрим последовательность операций при 
реализации орбитального метода. 

Вычисление свободных членов. П е р в ы й э т а п. Определе­
ние предварительной орбиты. Из имеющегося состава измере­
ний выбираем три момента UТ1 1 , UTl 2, UTl 3, которым соответ­
ствуют ваблюденные значения а;, б;; а;, б;; а;, б;, и в соот­
ветствии с § 10 гл. II вычислим элементы предварительной ор­
биты Э j, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Если имеется ряд наблюдений; для 
которых измерены все три координаты, то достаточно выбрать 
два момента. Если же измерялись только расстояния, то необ­
ходимо выбрать минимум шесть моментов. Для того чтобы 
получить два положения спутника в пространстве, нужно реа­

лизовать две линейные пространствеиные засечки спутника с 
трех пунктов. Организация подобных наблюдений гораздо слож­
нее организации. например, синхронных фотографических на-
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блюдсний. Кроме того, часто приближенная предварительная 
орбита бывает известна. 

В т о рой этап. Приближенное уточнение предварительной 
орбиты. Этот этап необходимо выполнять, если некоторая пред­
варительная орбита задана, а первый этап не вьшолнялся. Де­
ло в том, что на практике иногда приходится в качестве задан­

ной орбиты использовать орбиту, определенную довольно грубо_ 

В этом случае необхо:~имо поступать в соответствии с ме­
тодикой, описанной в § 11 гл. 11. Если набор измерений велик, 
то для приближенного уточнения можно использовать лишь 

часть измерений и учитывать лишь вековые возмущения первого 
порядка от второй зональной гармоники геопотенциала. Полу­
ченные в результате такого уточнения элементы принимаем за 

исходные элементы предварительной орбиты. 
Трет и й этап. Вычисление возмущенных элементов орби­

ты. Для каждого из интервалов времени между эпохой элемен­
тов предварительной орбиты и моментами наблюдений по фор­
мулам теории возмущений (гл. Il) с использованием элементов 
предварительной орбиты uь1числяем величины возмущений от 
каждого из возмущающих факторов. Вычисляются: 1) возмуще­
ния первого и второго порядков от второй зональной гармоники~ 
2) возмущения первого порядка от остальных известных гармо­
ник геопотенциала как зональных, так и долготных; 3) возму­
щения первого порядка от Луны и Солнца; 4) на основе векото­
рой заданной модели атмосферы- возмущения от атмосферно­
го торможения; 5) возмущения от светового давления. Сумми­
руя найденные значения возмущений в каждом из элементов. 
орбиты, складываем их с соответствующими значениями 
элементов предварительной орбиты и получаем для каждого из· 
моментов наблюдений свою систему возмущенных элементов. 
орбиты. Нужно заметить, что в связи с постепенно повышаю­
щейся точностью наблюдений назревает необходимость учета 
наиболее крупных членов возмущений третьего порядка от вто­
рой зональной гармоники и второго порядка от остальных гар­
моник геопотенциала, а также- от Луны и Солнца. 

Четвер т ь1 й этап. Подставляем в формулы неваэмущен­
ного движения (§ 8 гл. II) для каждого из моментов наблюде­
ний свою систему возмущенных элементов и находим теорети­
ческие значения измеренных величин qc (формулы II.81). При 
этом возмущенные значения средней аномалии вычисляются в 
соответствии с формулой (II-127). Вычисляя разности q0-qc. 
находим свободные члены уравнений (VI.2). Таким образом. 
в связи с необходимостью вычисления возмущенных значений 
координат спутника перечисленные операции оказываются до­

вольно громоздкими. Иногда их можно несколько упростить, 
если все наблюдения заключены в интервале 1-3 суток. Тогда 
для получения возмущенных значений координат ИСЗ можно 
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применить численное интегрирование уравнений возмущенного 
движения спутника (11.113). 

На больших интервалах времени это делать нецелесообразно 
во избежание систематического накоnления погрешностей на 
каждом шаге интегрирования. 

·вычисление коэффициентов при неиэвестных в уравнениях 
(\'1 .2). 

1. Коэффициенты при неизвестных nоправках в прямоуголь­
ные гринвичские координаты пунктов вычисляются как произ­

водные сложных функций: 

~ = _!.!!_ дх' ~ + ~ !Ji... дч 
дХ дх' Щ; дХ ду' дТJ дХ 

дq дq дх' д~ дq ду' дч 

дУ = дх' дs дУ + Ц дч д}' (VI.21) 

Здесь q- любая из топацентрических координат ИСЗ а', б' 
или r'; первые сомножители в слагаемых находятся дифферен­
цированием формул (11.81); вторые сомножители в силу формул 
(11.81) равны единице; третьи сомножители определяются фор-

а: 
мудами (VI.16), кроме того, -· = 1. 

дZ 

2. Коэффициенты при неизвестных поправках к принять1м 
эдементам неваэмущенной предварительной орбиты находят 
аналогичным образом: 

..!.!!_ = дq дх' дх ~ + ~ ду' ду ~ -1- !!!..._ дz' ~ .!!.._ 
дЭ0 дх' дх дЭ дЭ0 ду' ду дЭ дЭ0 ' дz' дz дЭ дЭ0 ' 

(VI.22) 
где Э- возмущенное значение дюбого из элементов орбиты, 
Э0 - его неваэмущенное значение. Как и в предыдущем случае, 
первые сомножители в слагаемых можно найти, дифференцируя 
форму.11ь1 (11.81), вторые сомножители равны единице. Третьи 
сомножители находятся дифференцированием формул неваэму­
щенного движения (11.55). Четвертые сомножители, представ­
дяющие собой произвол.ные от текущего возмущенного значения 
данного элемента по его начадьному, неваэмущенному значе­

нию, как уже упоминалось в § 11 гл. 11. принято называть 
изохронными производными *. Выражения лля этих производ­
ньiх могут быть получены, если продифференцировать по неваэ­
мущенным эдементам орбиты формулы для возмущений в этих 
же элементах, содержащие вековые и до.'lгопериодические чле-

• Термин неудачный, так как в переводе с древнегреческого языка 
означает «равновременные» nроизводные, что не отвечает существу де.1а. 
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ны от второй зональной гармоники геопотенциала. При увели­
чении точности наб.1юдений (с применением, например, лазер­
ной техники) нужно учитывать также вековые и долгопериоди­
ческие члены, вызываеr-.1ые гармониками геопотенциа.1а, имею­

щими порядок квадрата второй зональной гармоники. 
3. Коэффициенты прн неизвестных поправках в параметры 

теопотенциала вычисляются следующим образом: 

~ _ дq дх' ~..:... ~ ду' __!jf_ --1- .!3_ дz' ~ · (VI.23) 
дCnk - дх' дх . дCnk 1 ду' ду дCnk ' дz' дz дCnk ' 

дq 
аналогично- для производной --, причем 2~n~N. 

дSnk 
O~k~n, где N- некоторое заданное натуральное число; С по= 
=-! n· Первые два сомножителя в слагаемых имеют тот же 
смысл, что и раньше, третьи же слагаемые опять можно рас­

сматривать, как производные сложной функции; например. 

так что окончательно 

6 

6 

дх ~ дх дЭs 
дCnk = ~ дЭs дCnk ' 

S·-1 

6 

(VI.24) 

~=~As~ 
iiCпk ~ дCnk ' 

s-1 

~А~ (VI.25) 
~ s дSnk о 
s-1 

·где 

А -,.. (У.!!_ ~ _!д_ 31._ ..:... _!д_ ~) 
5 -- , дх' дЭ, + ду' дЭ5 ' дz' дЭs ' 

(VI.26) 

дЭs дЭs ф 
кроме того, -- и -- -известные ункции, являющиесS\ 

дCnk дSnk • 
коэффициентами при Сп,, и Snh в формулах для возмущений 
:первого порядка в элементе Э" от гармоник геопотенциала, про­
порциональных соответственно Cn 1, и Sn 1,. 

4. Коэффициенты при неизвестных поправках в принятую 
математическую модель атмосферы существенным образом за­
висят от самой модели. Изучение верхней атмосферы по движе­
нию ИСЗ является обычно самостоятельной задачей. Целесооб­
разно при реализации орбитального динамического метода 
«атмосферную» часть уравнений (VI.2) представить в виде 
степенного (относительно времени) многочлена с неизвестными 
коэффициентами, аналогичного многочлену, входящему в 
(VI.lЗ): at+~f2+ ... 

Окончательно уравнения (VI.2) для случая наблю.1.ений од­
~ного спутника с одного пункта запишем так: 

f) 

q - q = ..3!1_ ~х + _!д_ ~У + ~ ~z + ~ ~ ~э + 
о с дХ дУ дZ ~ дЭо От 

т=l т 
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В эти уравнения следовало бы добавить член, содержащий 
искомую поправку 1'11-1 в гравитационный параметр Земли: 

~1'1~-t( СМ.§ 6 ГЛ. \ 7I). 
а,_., 

Наконец, имея избыточное число уравнений (Vl.27), полу­
ченных при помощи наблюдений различных спутников с разных 
пунктов, можно составить нормальные уравнения, решив кото­

рые- найти вероятнейшие значения неизвестных. 
В зависимости от объема и распределения исходной инфор­

мации практическая реализация динамического метода может 

приводить к различным частным случаям. Например, как стые­
чалось в гл. V, при наблюдениях спутника на коротком интерва­
ле времени, соответствующем одному или, в крайнем случае, 
нескольким оборотам, вводят в качестве неизвестных поправки 
в координаты пунктов и поправки в начальные условия движе­

ния. Кроме того, если' спутник низкий- поправки в модель 
атмосферы. Этот частный случай носит название «метода корот­
ких дуг». Параметры геопотенциала в настоящее время по ко­
ротким дугам уточнять нецелесообразно. 

Еще раз подчеркнем, что динамический метод, в отличие от 
геометрических методов, позволяет получать координаты пунк­

тов в системе, связанной с центром масс Земли. 

§ 6. Уточнение некоторых фундаментальных постоянных 
астрономии и геодезии из наблюдений спутников 

В настоящее время фундаментальными геодезическими по­
стоянными принято считать следующие величины: экваториаль­

ный радиус земного эллипсоида ае *, гравитационный параметр 
Земли 1-1=fM, коэффициент второй зональной гармоники геопо­
тенциала 12, угловая скорость вращения Земли ю (обозначена 
через v) и значение силы тяжести на экваторе так называемой 
нормальной Земли Уе, поверхность которой совпадает с уравен­
ной поверхностью потенциала силы тяжести. Величины ае, ""' J 2 

одновременно являются основными фундаментальными астроно­
мическими постоянными. Сжатие земного эллипсоида а отно­
сится к фундаментальным геодезическим постоянным и одно­
временно- к производным астрономическим постоянным, так 

как согласно формуле (II.l63) достаточно знать ае, ""' / 2 и ю, 
чтобы найти а. 

* Средний экваториадьный радиус Земли r0, строго говоря, не совпадает 
с величиной а., но в теории возмущений можно считать ro=Ge. 
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Таким образом, основными постоянными будем считать ае, 
JL, / 2 и ro; вспомогательной постоянной- 'Уе· Международный 
астрономический союз в 1964 г. утвердил следующие значе­
ния: 

а,= 6378160 м 
f-t = 398 603 · 109 м3/сек2 

J2 = 1,0827 ·10-s 

w = 7,2921151467 ·1о-• 

(VI.28) 

сек 

Рассмотрим сущность методов определения перечисленных 

nостоянных, кроме угловой скорости вращения Земли, спутнико­
выми методами. Угловая скорость вращения Земли с весьма вы­
сокой точностью определяется чисто астрономическими метода­
ми. 

Гравитационный параметр Земли. Гравитационный параметр 
Земли * в силу третьего закона Кеплера определяет масштаб 
nостроений в космической геодезии. Заменим в третьем законе 
Кеплера период обращения при помощи формулы, (11.31) и бу­
дем считать большую полуось и среднее движение возмущенны­
ми. Будем также полагать, что все негравитационные возмуще­
ния исключены. Тогда гравитационный параметр должен удов­
.летворять соотношению 

f.1 = 2л (а+ ба)3 (n + бп)2 - f.l', (VI.29) 

где а и n- начальные значения большой полуоси и среднего 
движения, ба, бп- их возмущения. В этих возмущениях доста­
точно учитывать все члены порядка / 2 и наиболее крупные чле-

ны порядкаj /~. Величина f-11 - произведение постоянной тяготе­
ния на массу атмосферы. 

Очевидно, что если независимым путем определить из на­
блюдений большую полуось и среднее движение, то тем самым 
можно найти гравитационный параметр. При наблюдениях 
спутников фотографическими методами одна из величин обычно 
зависимая. 

Поэтому для уточнения гравитационного параметра необхо­
димо использовать линейные измерения, например, лазерными 
методами. В этом случае в общие уравнения орбитального мето­
да (VI.27), если q- измеренные расстояния, как указано в 

* Другое название, часто нсnользуе~юе за рубежом,- геоцентрическая 
.гравитационная nостоянная. 
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§ 5, необходимо включить ч.1ен __E_g_ .1J1, зависящий от поправКl\' 
д~t 

в гравитационный параметр. В этом с.1учае q= r' и 

приче\I 

д г' дг' да --
да д~t ' 

дг' _ дг' дх + дг' ду + дг' дz 
да -- дх да ду """д; дz да . 

(VI.ЗO) 

(VI.ЗI) 

п да К 
роизводная --, находится из третьего закона еплера, пер· 

д~ 
вые сомножители в слагаемых формулы (\ii.Зl) могут быть 
найдены, как указано в § 5, вторые сомножители- из ;.i.иффе­
ренцирования формул (11.55) с учето!\I (11.25). 

Однако наиболее целесообразный путь уточнения гравита­
ционного параметра-это использование результатов доппле­

ровских наблюдений за КQсмическими аппар~тами, запускаемы­
ми к Луне и п.1анетам. 

Преимущества таких наблюдений заключаются в то~1, что на 
больших расстояниях от Земли влияние ма.1ой ошибки в при­
иятом значении земного гравитационr:ого пара~1етра на вычис­

.1енные ускорения оказывается существенным. Тогда разница 
между наблюденными и вычисленным11 ускорениями также 
оказывается существенно больше такой же вел11чины, получае­
мой из наблюдений ИСЗ. Тем самым Ч\'вствительность метода 
повышается и гравитационный параметр. опреде.1яется наиболее 
точно. Принятое в настоящее время значение ft основано глав­
ным образом на наблюдениях за космическими аппаратами. 

Вторая зональная гармоника / 2 определяется и уточняется 
методами, описанными в § 2 этой главы. 

Экваториальный радиус земного эллипсоида ае. В § 9 гл. V 
был рассмотрен один из возможных способов определения ае и 
сжатия эллипсоида а. В § 10 той же главы шла речь об опре­
делении координат центра масс Земли и взаимной ориентировке 
топацентрической и геоцентрической систем координат. Кратк(} 
рассмотрим теперь совместный способ определения этих пара­
метров. Пусть динамическим методо:-.1 найдены поправки LlX, 
Ll У, LlZ к гринвичским координатам целого ряда пунктов земной 
поверхности. Целесообразно при этом испо.1ьзовать наблюдения 
спутников на коротких дугах, чтобы большинство поправок в 
параметры геопотенциала из уравнений (\'1. 27) можно было 
исключить. Кроме того, необходимо, чтобы исходные координа­
ты всех пунктов были даны в системе одного и того же эллип­
соида. Тогда найденные поправки в координаты пунктов LlX, 
.1У, LlZ в гринвичской системе координат есть функции коорди­
нат центра масс Земли относительно центра принятого эллипсо­
ида, поправки в большую полуось эллипсоида, поправки в ег(} 
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сжатие и направляющих косинусов осей гринвичской системы 
координат, связанной с общим земным эллипсоидо!\1, относи­
тельно осей гринвичской системы, связанной с принятым эллип­
соидом. В большинстве современных исследований чаще всего. 
полагается, что оси этих систем параллельны (см., например, 
[54]). Это объясняется тем, что ориентировка любого э.lлипсо­
ида в высшей геодезии определяется под условием параллель­
ности его малой оси средней оси вращения Земли на стандарт­
ную эпоху. Таки:-.1 образо:-.1, точность ориентировки эллипсоида 
в первую очередь зависит от точности опре.1.еления направления 

оси вращения Земли и, тс!\1 самым,- от точности применяемых 
звездных каталогов. То же самое будет иметь место 11 при 
использовании спутниковых методов, ибо исходная информа­
ция- ваблюденные координаты ИСЗ- зависит от точности 
применяемого звездного каталога. С другой стороны, точност~:; 
определения направления оси вращения Зе!'vtли в настоящее 
~ремя достаточно высока и сперекосом» осей систем координат 
при современной точности наблюдений ИСЗ можно пренебречь. 

С учетом этих замечаний для одного пункта можно напи­
сать три уравнения 

дае да 
дХ = бХ + ах 11.ае + ах да1 

дУ дУ 
дУ = бУ + - дае + - да { . (VI.32) 

дае да 

1 
Д 1 = б 7 -L дl Да ...!- дZ ~'7. 

·-- ~ 1 дае е 1 да .. J 

Здесь пять неизвестных: оХ, б У, 6Z- координаты центра масс 
Земли, дае-поправка в большую полуось эллипсоида*, да­
поправка в его сжатие. Два пункта дают уже шесть уравнений 
с пятью неизвестными. Так что для получения достаточного 
числа избыточных уравнений необходимо определение поправок 
гринв~чских координат орбита.1ьным мстодо!\1 бо.1ее че:.1 двух 
пунктов. Производные, входящие в (VI.32), могут быть найдены 
дифференцированием по ае и а форму.1 (1.8). После того как 
уравнения вида (VI.32) для всех пунктов решены по способу 
наименьших квадратов, геодезические координаты каждого из 

пунктов могут быть исправлены при помощи дифференциальных 
формул 11 рода (1.14). Окончательные значения большой полу­
оси и сжатия найдутся как 

(VI.ЗЗ) 

* Распространен также метод определения а. из сравнения высот ква­
знгеоида, полученных земными и спутниковы~и метода~ш. и нор"альных 

высот над некоторым элл1шсоидом. Это уже смешанный ~tетод, а не чисто 
«Космический», и из-за ограниченного объема книги его описание нельзя 
здесь поместить. 
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где ае., ао- принятые приближенные значения. Сжатие а, по7 
лучеиное в данном случае, должно быть согласовано со сжатиг 

ем, которое можно вычислить по формуле (11.163). Если нужно 
найти поправки в ориентировку гринвичской системы, то в каж­
дое из уравнений (VI.32) следует добавить, соответственно, чле­
ны 

axi1X + ~xi1Y + Y~:I1Z, 
ау11Х + ~yi1Y + yyi1Z, az11X + ~zi1Y + Yz11Z, 

где ax,y,z, ~x,y,z, '\'x,y,z- искомые направляющие косинусы. Вы­
ражая их через эйлеровы углы (см. § 3 гл. 1), получим три до­
полнительные неизвестные величины: углы прецессии, нутации 

и чистого вращения. Тогда каждый пункт будет давать три 
уравнения с восемью неизвестными и для получения избыточ­
ной информации число пунктов должно быть более трех. 

Заметим, что для уменьшения числа неизвестных в уравне­
ниях орбитального метода (VI.27) поправки в координаты пунк­
тов можно заменить при 'помощи уравнений вида (VI.32). Кро­
ме того, поправку 11а в уравнения (Vl.32) пока не вводят, а 
определяют сжатие на основе коэффициента 12 , ибо указанная 
выше проблема согласования еще не решена. 

Сила тяжести на экваторе нормальной Земли 'Уе· После того 
как спутниковыми методами уточнены значения fl, ас и а, для 

определения величины Ve может быть использовано известное 
из теории фигуры Земли соотношение 

f.1 = ael'e -а --j- - -----а-- --:--- т . . . , . ( 1 , 3 w2ae 15 W2ae , ' + ) (VI 34) 
2 l'e 14 l'e 

где т'- масса атмосферы в единицах массы Земли (т'"' 10-6), 

(J)- угловая скорость вращения Земли. Решение уравнения ~И­
да (VI.34) nроизводится методом последовательных приближе­
ний; в первом приближении за ve. стоящее в знаменателях сла­
гаемых в круглых скобках, можно принять его исходное прибли­
женное значение. Продифференцировав же (VI.34) по всем 
переменным, кроме (J) и т', можно найти поправку 11ve в припя­
тое значение Ve в зависимости от известных поправок 11~-t, 11ае, 
11а. 

В заключение отметим, что окончательное принятие значе­
ний фундаментальных геодезических постоянных международ­
ными научными организациями производится на основе тща­

тельного анализа определений постоянных различными метода­
ми, причем спутниковым методам в настоящее время придается 

наибольшее значение. 



Г л а в а VII 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ, ПОЛУЧЕННЫЕ 

В КОСМИЧЕСКОй ГЕОДЕЗИИ, И ПЕРСПЕКТИВЫ 

ЕЕ РАЗВИТИЯ 

§ 1. Результаты решения геометрических задач космической 
оf'еодезии 

Первые практические результаты в решении геометрических 
задач космической геодезии были получены на основе синхрон­
ных ц квазисинхронных наблюдений камерами Бейкера-Наина 
со станций, расположенных в США, Перу и на острове Кюра­
сао. Из наблюдений с мая по ноябрь 1962 г. были определены 
направления линий, соединяющих соседние сtанции, с ошибкой 
порядка 1". 

Примерно в это же время во Франции из наблюдений спут­
ника «Echo 1 » была установлена геодезическая связь между 
четырьмя пунктами с расстояниями между ними в несколько 

сотен километров. Полученные результаты характеризовались 
ошибкой 50 м на расстоянии в 2000 км. 

В результате наблюдений с 1963 по 1964 г .. спутника «Echo-1 » 
была создана геодезическая сеть на востоке США, на Бермуд­
ских островах и острове Антигуа. 

На начальном этапе точность космических геодезических 
построений на территории США характеризовалась следующи­
ми данными. Положение пункта из фотографических наблюде­
ний камерой РС-1 000 получалось с ошибкой 5-7 м. Использо­
вание системы Sесог при сторонах 800 км обеспечивало точ­
ность 6-1 О м, а при сторонах 1600 к м- 8-24 м. 

Работы по созданию спутниковых геометрических построе­
ний проводились с 1961 г. в СССР и других социалисти­
ческих странах. На основе наблюдений ИСЗ «Echo 1» и 
«Echo 2» в 1963 г. со станций Звенигород, Николаев, Рига, 
Ужгород, Бухарест, Познань, Прага была построена экспери­
ментальная сеть космической триангуляции. 

США с участием наблюдательных групп из ФРГ, Англии, 
Австралии и других стран осуществили проект Р AGEOS, о чем 
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упоминалось в гл. V. Мировая геодезическая сеть из 46 станций, 
:построенная в соответствии с проектом PAGEOS, изображена 
на рис. 58. 

Спутниковым геометрическим методом была осуществлена 
связь между станциями, образующими сеть Смитсоннанекой 
астрофизической обсерватории (SAO), и пункта ми в Европе: 

Рис. 5R. Геодезическая сеть, построенная по проекту PAGEOS 

Риrя, Ужгород (СССР), Делфт (Нидерланды), Малв;рн 
(Англия), Циммервальд (Швейцария), а также 8 станции в 
Северной и Центральной Америке. Средние квадратические 
ошибки станций п~лучились в интервале от 7 до 12 м. 

Французский географический институт с 1963 по 1966 г. осу­
ществил привязку Азорских островов с ошибкой 20 м, а также 
связал три пункта во Франции с двумя пунктами в Сахаре с 
относительной ошибкой геодезической связи порядка 
1: 100000-1:150000 (расстояние между П\'Нктами 1000-
1500 км). 

В 1968-1969 rг. в рамках программы Европа -Африка вы­
полнялись наблюдения с участием станций Верхний· Проване 
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(Франция) -Сан-Фернандо (Испания) - Дионисае (Греция), 
Рига, Ужгород, Звенигород (СССР), Дакар (Сенегал), Нджа­
мена (Чад), Аддис-Абеба и Олифантфонтейне (станции SAO), 
.Мадрид 11 Канарские острова (Испания) и советеко-африкан­
ских станций в Сомали и АРЕ. Первые три станции образовали 
треугольник, дл?. построения которого применя.ттись лазерные 

наб .. 1юдения 11 который исполь:ювался в качестве базисного. 

§ 2. Результаты решения динамических задач космической 
rеодезии 

После запуска первых искусственных спутников Земли уче­
ные разных стран начали проводить эксперименты по опреде­

лению параметров геопотенциала. В первую очередь удалось 
уточнить значение полярного сжатия Земли из определений 
зонального коэффициента 12. 

В дальнейшем была подтверждена эллиптическая форма 
экватора и обнаружена асимметрия северного и южного по­
лушарий ( «грушевидность)) Земли). 

Наибольший интерес представляют значения параметров, ха­
рактеризующих гравитационное поле Земли, полученные в про­
цессе работы по определению «Смитсонианской Стандартной 
Земли 1966)) [54] и «Смитсонианской Стандартной Земли 11. 
1969)) [65], а также более поздние определения (Смитсониан­
ская Стандартная Земля 111. 1973 (SE 111) [66] и др. 

Приведем значения зональных гармоник, о которых доложил 
XV Генеральной ассамблее МГГС в Москве (1971 г.) Козаи, а 
также более поздние результаты Вагнера* (1972) и SE 111 
(1973) (табл. 4). 

Ошибки гармоник быстро возрастают с увеличением числа 
n. Ошибка, например, 12 составляет несколько единиц послед­
него знака; для 1з и /4 ошибка составляет порядка 1% от ос­
новной величины; для ls-/10 в ряде случаев достигает 100% от 
определяемой величины. 

Козаи обнаружена годовая вариация /2 с амплитудой ( 1,3± 
±0,2) ·10-9, однако этот вывод требует основательной проверки 
с привлечением более точных наблюдений, так как некоторые 
ученые ставят его под сомнение. 

Достаточно надежными пока следует считать значения пара­
метров с индексами n от 2 до 12-14. Уменьшение точности 
при уве.1ичении номера гармоники обусловлено несовершенст­
вом современных теорий движения спутников, теорий определе­
ния коэффициентов геопотенциала, а также увеличением числа 

* \V а g n с г С. А. Earth zona\ harrnonics frorn rapid nurnerical analysis 
()f long satellite arcs. Goddard Srace Flight Center, 1972. 
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Таблица 4 
Зональные гармоники 

' 
Коза и Вагнер SE III Коза н Вагнер SE 111 

n J . t о• J .Jo• J .Jo• n J . 1 о• J n·l о• J n·l о• n n n rl 

2 1082,637 1082,635 1082,6371 12 -0,190 -0,208 -0,192 
3 -2,539 -2,541 -2,541 13 -0,333 -0,101 -0,339 
4 -1,617 -1,600 -1,618 14 +О, 105 +0.166 +0. 105 
5 -0,234 -0,230 -0,228 15 +0, 108 -0,072 +О. 105 
6 +0,555 +0,530 +0,552 16 +0,024 +0,003 +0,034 
7 -0,348 -0,364 -0,352 17 -0,218 -0,204 -0,220 
8 -0,209 -0,20б -0,205 18 -0,103 -0,086 -0,102 
9 -0,159 -0,081 -0,154 19 +0,084 +0,047 +0,099 

10 -0,240 -0,224 -0,237 20 -0,126 -0,085 -0,119 
11 +0,323 +0,137 +0,312 21 -0,086 +0,015 -0,083. 

неизвестных в нормальных уравнениях и плохим разделением 

некоторых из них. 

Самые первые определения везанальных гармонических ко­
эффициентов имели крайне низкую точность: ошибки определе­
ний многих из них имели порядок самих определяемых величин. 
Предварительный учет резонансных возмущений и их исполь­
зование для определения коэффициентов резонансных гармоник 
позволили увеличить точность определений в несколько раз. 

Значения везанальных гармонических коэффициентов, полу­
ченные по наблюдениям ИСЗ Е. М. Гапошкиным и использован­
ные при выводе «Стандартной Земли 11. 1969», даны в табл. 5. 
Для сравнения в этой таблице помещены коэффициенты, харак­
теризующие «Стандартную Землю 111. 1973» (SE III). 

Относительно надежно определены коэффициенты долготных 
гармоник. В то время, как для вывода незональных гармониче­
ских коэффициентов Е. М. Гапошкиным применялея спутнико­
вый метод, для получения окончательных значений Смитсони­
анекой астрофизической обсерваторией применялея комбиниро­
ванный метод. Были использованы результаты фотографических 
и частично лазерных наблюдений на 28 станциях разных спут­
ников с наклонами i от 28 до 114° вдоль орбитальных дуг на 
интервалах от 14 до 50 дней. Использовались также результаты 
50 000 синхронных наблюдений спутников. Были привлечены к 
обработке и результаты определений долгот и расстояний до оси 
вращения Земли по наблюдениям за далекими космическими 
аппаратами. Использовались значения аномалий силы тяжести, 
осредненные по трапециям размером ЗООХЗОО миль. 

Значения коэффициентов до 6-го порядка приведены в табл. 6 
Во второй строчке для сравнения даны результаты чисто спут­
никовых определений Е. М. Гапошкина (1969 г.). 
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n 

2 
3 
3 
3 
4 
4 
4 
4 
5 
5 
5 
5 
5 
6 
6 
6 
6 
6 
6 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 

Таблица 5 
Значение незональных гармонических коэффициентов 

Cnrn·lO' s ·10 8 nm 

т Е. М. Гапош-1 Е. м. Гапош-1 
кии 

SE Jll 
кнн SE Jll 

2 2,43 2,38 -1,39 -1,37 
1 1,89 2,00 0,24 0,22 
2 0,77 0,78 -0,69 -0,76 
3 0,69 0,49 1,42 1,53 
1 -0,62 -0,52 -0,46 -0,48 
2 0,33 0,34 0,66 0,67 
3 0,89 1,04 -0,16 -0,12 
4 -0,13 -0,11 0,37 0,36 
1 -0,07 -0,05 -0,06 -0,08 
2 0,58 0,60 0,33 -0,40 
3 -0,41 -0,58 0,07 -0,16 
4 -0,29 -0,12 0,21 -0,05 
5 О, 10 О, 14 -0,62 -0,87 
1 -0,06 -0,07 0,02 0,02 
2 0,01 0,02 0,40 -0,41 
3 -0,05 0,00 0,01 0,03 
4 0,01 -0,10 -0,45 -0,30 
5 -0,30 -0,14 -0,46 -0,61 
6 -0,11 -0,03 -0,21 -0,26 
1 О, 15 0,24 0,08 0,06 
2 0,26 0,20 О, 11 О, 17 
3 0,29 0,22 -0,17 -0,35 
4 -0,24 -0,29 0,06 -0,28 
5 -0,07 0,03 0,02 0,09 
6 -0,10 -0,27 -0,05 0,09 
7 0,01 -0,25 0,02 -0,09 
1 -0,09 0,01 о, 10 0,05 
2 0,02 о' 11 0,00 О, 10 
3 -0,04 -0,09 0,00 -0,05 
4 -0,17 -0,22 -0,03 0,27 
5 -0,21 О, 15 0,00 0,08 
6 -0,29 -0,10 О, 19 0,28 
7 0,05 0,21 -0,05 0,25 
8 -0,19 О, 17 0,26 0,09 

Исследование точности комбинированного метода было вы­
полнено с использованием средних аномалий силы тяжести, по­
лученных по трапециям 5 Х 5° из наземных измерений. Они 
сопоставлялись с аномалиями силы тяжести, полученными ком­

бинированным способом. Ошибка последних оказалась равной 
1 О мгал. Этой ошибке соответствует средняя квадратическая 
ошибка высоты геоида 3 м. 

Одновременно с гармоническими коэффициентами были оп­
ределены из наблюдений спутников геоцентрические координаты 
12 станций, расположенных на разных материках. Ошибки ко­
ординат станций оказались равными 5-10 м. 
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Т а б л 11 u а 6 

Значения н~эональных гармонических коэффициентов C~m ·108 11 s-;;m ·108 

~ 1 2,2 l 3,1 1 3,2 1 3,3 1 4,1 14,2 1 4,3 1 4,4 1 5,1 

Комбиниро- 2,41 1,97 0,89 0,69 -0,53 0,33 0,99 -0,08 -0,05 
ванный -1,36 0,26 -0,63 1,43 -0,49 0,71 -0,15 0,34 -О,Ю 

путникавый 
2,43 1,89 0,77 0,69 -0,62 0,33 0,89 -0,13 -0,07 

-1,39 0,24 -0,69 1,42 -0,46 0,66 -0,16 0,37 -0,0& с 

Продолжение табл. 6 

~·! 5,2 1 5,3 1 5,41 5,5 1 6,1 1 6,21 6.3 1 6,4 1 6,516,6 

Комбини- 0,61 -0,43 -0,27 0,13 
ровэнный -0,:)5 0,09 0,08 -0,60 

-0,10 0,05 0,03 
0,04 -0,35 0,04 

0,00 -0,21 
-0,40 -0,52 

0,0 
-0,0 

9 
7 

Спутника- 0,58 -0,41 -0,29 0,10 -0,06 0,01 -0,05 0,01 -0,30 -0,11 
вый -0,33 0,07 0,21 -0,62 0,02 -0,40 0,01 -0,45 -0,46 -0,21 

Наблюдения спутников позволилн определить элементы ори­
ентирования некоторых референц-эллипсоидов относительно 
системы параметров «Стандартная Земля 11. 1969» (табл. 7). 

Т а б .111 ц а 7 

Элементы ориентирования геодезических систем координат в системе 
«Стандартная Земля 11. 1969». [65) 

Координаты центра референц- Эйлеровы углы, сек 
эллипсоида. м 

Система координат 
Референц-
эллипсоид 

1 1 1 1 
l!.Xo [!.}'о t!.Zo IPo э. 'l'o 

Североамериканская 
NAD 

Кларка 31,8 -178,0 +177,6 -0,04 -0,32 -0,5 

Европейская EUR Хейфорда -64,5 -168,1 -46,2 -0,20 -1,70 +1,4 
Южноамериканская - -355,3 +194,3 -312,1 -1,40 1,20 -0,9 

3 

(} 

о 

Последовательное уточнение параметров гравитационного 
поля Земли выполнялось в Годдардеком центре космических 
полетов США. Результатом этих работ явилось шесть моделей 
гравитационного поля (Goddard Earth Model) GEM 1-GEM VI. 
Следует отметить, что при выводе SEII и SEIII, а также 
GEMII, GEMIV и GEMVI наряду со спутниковыми наблюдения­
ми широко использовались результаты наземных гравиметри­

ческих определений. 
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§ 3. Геофизические выводы, полученные на основе спутниковых 
наблюдений 

Обширные материалы спутниковых наблюдений позволи.rш 
сделать некоторые геофизические выводы. Было установлено, 
что положительные аномалии характерны для областей кайно­
зойской вулканической и тектонической активности. Отрицатель­
ные аномалии свойственны океаническим котловинам. Крупные 
внутриокеанические поднятия н материковые щиты характери­

зуются аномалиями, б.1изкими к нулю. 

Особенности гравитационного поля, характеризующиеся низ­
хими гармониками, ученые связывают с особенностями строения 
верхней мантии. Установлена корреляция гармонических коэф­
·фициентов высокого порядi\а с соответствующими коэффициен­
тами в разложении высот рельефа по сферическим функциям. 

Фактически полvченные аномалии силы тяжести не совпада­
ют с аномалиями, nолученными на основе теории изостазии. По 
~шению Каула, 15 млн. лет тому назад гидростатическая Земля 
имела сжатие, соответствующее сегодняшнему. 

Анализ спутниковых наблюдений позволил заключить, что 
в мантии существуют конвективные течения со скоростью 

....., 1 см/год. 
Важное значение для изучения Земли как ш1анеты имеют 

·определения числа Лява k2, характеризующего упругие свойства 
Земли. Это число по Ньютону равно 0,34±0,03, по Козаи-
0,29±0,03. Расхождения значений k2 обусловлены припивными 
явлениями в океанах. Учет этого обстоятельства уменьшает 
разброс величин k2. Ньютон предпринял также попытку опре­
делить замедление вращения Зем.ш. 

Создана специальная служба для изучения движения полю­
сов по наблюдеюiюt ИСЗ. Полученные резу-1ьтаты свидетельст­
вуют о больших возможностях использования спутников д.'IЯ 
QПреде.'!ения положения полюсов. По наблюдениям трех спут­
ников в течение пяти дней допш1еровским методом Дальгренав­
екая мониторная служба полярного движения (DMPS) опре­
делила координаты полюса с ошибкой 22 см. 

§ 4. Основные направления и перспектины развития 
космической геодезии 

Основные перспективы развития космическоir геодезии свя­
заны с наметившейся возможностью повышения точности наб­
людений спутников н Iшошчссюrх аппаратов. В первую очередь 
это обус.1овлено прш.tснение:-vt лазерной техники, а также даль­
нейшим совершенствование;,! фотографической н ра.-rнотехЕНЧР­
ской аппаратуры. 
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Кроме того, методы космической геодезии в силу их общно­
сти пригодны не только для изучения Земли, но и для геодези­
ческого изучения Луны и планет Солнечной системы. 

В настоящее время можно назвать следующие основные на­

nравления дальнейшего развития космической геодезии в отно­
шении изучения Земли. 

-Широкое внедрение в технику наблюдений лазерных 
дальномеров и дальнейшее совершенствование фотографической 
и радиоэлектронной аппаратуры, особенно допплеровской, с· 
целью повышения точности наблюдений. 

- Повышение точности относительных определений коорди­
нат пунктов земной поверхности геометрическим методом, про­
ложение векторных ходов типа Арктика- Антарктика как в 
широтном, так и в долготном направлениях, создание других 

космических геодезических построений. 
-Дальнейшее уточнение координат пунктов земной поверх­

ности в системе общего земного эллипсоида орбитальным ме­
тодом. 

-Разработка инструментов и методов для экспедиционных 
наблюдений ИСЗ с целью определения как относительных, так 
и абсолютных координат пунктов. 

-Совершенствование метода «бал.'!онной>~ триангуляции как 
средства для соединения глобальных космических геодезических 
построений с традиционными рядами и сетями триангуляции и 
полигонометрии, построенными в пределах отдельных ограни­

ченных территорий. 

-Уточнение известных параметров геопотенциала и опреде­
ление и уточнение параметров с привлечением наземных гра­

виметрических и геодезических данных. 

- Изучение вариаций параметров геопотенциала во времени. 
-Определение и уточнение чисел Лява, характеризующих 

упругие свойства Земли, изучение приливных явлений в океанах. 
- ДаJ1ьнейшее изучение внутреннего строения Земли на ос­

нове интерпретации спутниковых наблюдений. 

-Изучение движения материков и земных полюсов по ре­
зультатам допплеровских и лазерных наб.'lюдений ИСЗ. 

-Изучение природных ресурсов; разработка методов прост­
ранствеино-временной привязки резу.1ьтатов космических съемок 
[32]. 

- Дальнейшее уточнение фундаментальных постоянных гео­
дезии и астрономии. 

Исследуется вопрос о возможности испо.'!ьзования высоко­
точных наблюдений ИСЗ для решения такой задачи фунда:\tен­
тальной астрометрии, как определение э.1ементов ориентации и 
систематических ошибок звездных каталогов. 

Все сказанное в той или иной мере относится к Луне и пла­
нетам Солнечной системы. 
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Наряду с дальнейшим развитием космической геодезии, ос­
нованном на повышении точности наблюдений, важное значение 
имеет совершенствование теоретических основ методов спутни­

ковой геодезии и, в первую очередь, теорий движения ИСЗ. 
Должно быть обеспечено соответствие теории движения спутни­
ка и точности результатов наблюдений. 

Наряду с разработкой аналитических теорий в практических 
приложениях должно уделяться внимание совершенствованию 

численных методов. 

В теоретическом плане важное значение имеет установление 
оптимального соотношения между объемом спутниковых наблю­
дений и наблюдениями, которые выполняются традиционными 
наземными методами. Это имеет особо важное значение при 
изучении, например, структуры гравитационного поля Земли. 

Если исходить из концепции континентального дрейфа, учи­
тывать процесс перераспределения масс в теле Земли и изме­
нение солнечной активности, то можно утверждать о необходи­
мости систематических повторных высокоточных наблюдений 
спутников и других небесных объектов как для решения коор­
динатной проблемы (относительные и абсолютные определения 
координат пунктов), так и для определения параметров грави­
тационного поля Земли и параметров атмосферы. 

Большие перспективы при решении задач космической гео­
дезии, селенодезии, фундаментальной астрометрии и звездной 
астрономии открываются в связи с применением метода лазер­

ной локации Луны, планет, стационарных спутников Земли. 
Применеине лазерной локации требует установки на упомяну­
·тых объектах лазерных отражателей [42]. 

Новые возможности для изучения вращения Земли, дрейфа 
континентов, установления связи между разными геодезически­

ми системами и решения ряда других задач дает использование 

радиоинтерферометров с большой базой. Радиоинтерферомет­
рия на основе наблюдений точечных радиоисточников, кроме 
решения задач геодезии, дает возможность решать пробдемы 

.астрометрии, астрофизики, физики и геофизики [42]. 
Перспективность названных методов базируется на высокой 

точности наблюдений. Так, например, точность измерения рас­
стояний до уголковых отражателей, установденных на Лупе, в 
ближайшее время предполагается довести до 10-15 см. Радио­
интерферометры обладают высокой разрешающей способностью 
от 0.001 до 0,0001". 

В заключение подчеркнем, что дальнейшее развитие косми­
-ческой геодезии как раздела науки, создающего основу для изу­
чения окружающего нас мира, прибдижает к раскрытию многих 
неразгаданных тайн природы. 
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